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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ،١ فصل خلاصه

١٣٩٣ تیرماه ١٧ و ١۶ دوم و اول جلسه�های

دو g و f اگر باشد. [a, b] بسته�ی فاصله�ی روی ͳحقیق قطعه�ای پیوسته�ی توابع همه�ی مجموعه�ی pc(a, b) کنید فرض

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را g و f ͳداخل حاصل�ضرب باشند، [a, b] روی قطعه�ای پیوسته�ی تابع

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx.

(ͳحقیق عدد α) :ͳداخل ضرب خواص

(f, g) = (g, f) , (f, g + h) = (f, g) + (f, h) , (αf, g) = α(f, g).

از است عبارت f(x) تابع نُرم

||f || = (f, f)۱/۲ =

(∫ b

a

[f(x)]۲ dx

)۱/۲

.

g و f توابع است. ی΋ه تابع f

||f ||
آن�گاه ،||f || ̸= ۰ اگر ،f تابع هر ازای به کنید توجه .||f || = ۱ هرگاه گوییم ی΋ه را f تابع

هرگاه گوییم متعامد را

(f, g) = ۰.

ازای به ͳیعن باشند، عمود هم بر دوبه�دو آن اعضای هرگاه گوییم، متعامد را [a, b] روی قطعه�ای پیوسته�ی توابع از مجموعه Έی

.(f, g) = ۰ باشیم داشته مجموعه این در g و f متمایز تابع دو هر

صورت به را f(x) فوریه�ی سری باشد. pc(a, b) در متعامد مجموعه�ی Έی V = {φn(x)}∞n=۱ کنید فرض
∞∑
n=۱

Cnφn(x)

آن در که م�ͳکنیم، تعریف

Cn =
(f, φn)

||φn||۲
.

صورت در یا نباشد، همΎرا f(x) فوریه�ی سری است مم΋ن ͳکل حالت در م�ͳنامیم. f فوریه�ی سری ضرایب را Cn اعداد

م�ͳنویسیم f(x) تابع به همΎرایی) نه (و سری این بودن وابسته دادن نشان برای نباشد. همΎرا f(x) به همΎرایی

f ∼
∞∑
n=۱

Cnφn, Cn =
(f, φn)

||φn||۲
.

توابع دنباله�ی .١ مثال

{۱, cosnx, sinnx}∞n=۱={۱, cos x, cos۲x, cos۳x, . . . , sinx, sin۲x, sin۳x, . . .}

.||۱|| =
√

۲π و ||cosnx|| = ||sinnx|| =
√
π و است متعامد [−π, π] در

١

Page 2

milad4274
Highlight

milad4274
Highlight

milad4274
Highlight

milad4274
Highlight

milad4274
Highlight

milad4274
Highlight

milad4274
Highlight

milad4274
Highlight

milad4274
Highlight

www.bjozve.ir


@jozve_iut

ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ٢

فوریه سری نامیم. f تابع ͳمثلثات فوریه�ی سری را {۱, cosnx, sinnx} متعامد مجموعه�ی به نسبت f تابع فوریه سری

از است عبارت f ͳمثلثات

f(x) ∼ a۰ +
∞∑
n=۱

(an cosnx+ bn sinnx),

آن در که

a۰ =
(f,۱)

||۱||۲
=

۱

۲π

∫ π

−π

f(x) dx و an =
(f(x), cosnx)

||cosnx||۲
=

۱

π

∫ π

−π

f(x) cosnx dx

bn =
(f(x), sinnx)

||sinnx||۲
=

۱

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx.

باشد، داشته وجود x در f راست و چپ مشتقات اگر باشد. ۲π تناوب دوره�ی با تناوبی تابع Έی f کنید فرض .٢ قضیه

ͳیعن است، همΎرا ۱

۲
[f(x+) + f(x−)] به x در f ͳمثلثات فوریه�ی سری آن�گاه

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] = a۰ +

∞∑
n=۱

(an cosnx+ bn sinnx).

ͳیعن است، همΎرا f(x) به x در f ͳمثلثات فوریه�ی سری باشد، پیوسته x در f اگر ویژه به

f(x) = a۰ +
∞∑
n=۱

(an cosnx+ bn sinnx).

انتگرال که فرض این با .f =
∞∑
n=۱

Cnφn و باشد pc(a, b) در متعامد مجموعه�ی Έی V = {φn(x)}∞n=۱ کنید فرض

م�ͳآوریم دست به باشد، انتگرال�ها مجموع برابر ͳنامتناه مجموع

(f, f) =

(
f,

∞∑
n=۱

Cnφn

)
=

∞∑
n=۱

Cn(f, φn) =
∞∑
n=۱

C۲
n ||φn||۲

نتیجه در و

||f ||۲ =
∞∑
n=۱

C۲
n ||φn||۲ .

از و است، همΎرا
∞∑
n=۱

C۲
n ||φn||۲ سری کــه م�ͳگیریم نتیجه پــارسوال تساوی از است. معروف پارسوال تساوی به بالا تساوی

. lim
n→+∞

Cn ||φn|| = ۰ م�ͳآید دست به بلافاصله آن

ͳمثلثات متعامد مجموعه�ی به نسبت f قطعه�ای پیوسته�ی تابع هر فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی .٣ قضیه

{۱, cosnx, sinnx}∞n=۱

ͳیعن است، برقرار [−π, π] فاصله�ی در

||f ||۲ = a۲
۰ ||۱||

۲ +
∞∑
n=۱

(a۲
n ||cosnx||

۲ + b۲n ||sinnx||
۲)

داریم ،||sinnx||۲ = ||cosnx||۲ = π و ||۱||۲ = ۲π چون
۱

π

∫ π

−π

[f(x)]۲ dx = ۲a۲
۰ +

∞∑
n=۱

(a۲
n + b۲n)
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٣ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

گرفت: مشتق و انتگرال جمله به جمله م�ͳتوان فوریه سری از

ͳیعن ،f فوریه�ی سری از آن�گاه باشد. [−π, π] فاصله�ی در قطعه�ای پیوسته�ی تابع Έی f(x) کنید فرض .۴ قضیه

a۰ +
∞∑
n=۱

(an cosnx+ bn sinnx),

داریم b و a هر ازای به ͳیعن گرفت، انتگرال جمله به جمله م�ͳتوان نباشد همΎرا چه و باشد همΎرا ∫چه b

a

f(x) dx =

∫ b

a

a۰ dx+
∞∑
n=۱

∫ b

a

(an cosnx+ bn sinnx) dx.

فوریه�ی سری از جمله به جمله مشتق�گیری با آن�گاه باشد، هموار تکه�ای و پیوسته تابع f(x) تناوبی توسیع اگر هم�چنین

f(x) = a۰ +
∞∑
n=۱

(an cosnx+ bn sinnx)

ͳیعن م�ͳآید، دست به f ′(x) فوریه�ی سری

f ′(x) ∼
∞∑
n=۱

(−nan sinnx+ nbn cosnx). �

[۰, π] در f(x) قطعه�ای پیوسته�ی تابع فوریه�ی سری .||sinnx||۲ =
π

۲
و است متعامد [۰, π] در {sinnx}∞n=۱ دنباله�ی

بنابراین م�ͳنامیم. f ͳسینوس فوریه�ی سری را مجموعه این به نسبت

f(x) ∼
∞∑
n=۱

bn sinnx; bn =
(f, sinnx)

||sinnx||۲
=

۲

π

∫ π

۰

f(x) sinnx dx.

قطعه�ای پیوسته�ی تابع فوریه�ی سری .||cosnx||۲ =
π

۲
و ||۱||۲ = π و است متعامد [۰, π] در {cosnx}∞n=۰ دنباله�ی هم�چنین

بنابراین م�ͳنامیم. f ͳکسینوس فوریه�ی سری را مجموعه این به نسبت [۰, π] در f(x)

f(x) ∼ a۰ +
∞∑
n=۱

an cosnx,

a۰ =
(f,۱)

||۱||۲
=

۱

π

∫ π

۰

f(x) dx و an =
(f(x), cosnx)

||cosnx||۲
=

۲

π

∫ π

۰

f(x) cosnx dx.

است. همΎرا ۱

۲
[f(x+) + f(x−)] به x در f ͳکسینوس فوریه�ی سری هم�چنین و ͳسینوس فوریه�ی سری

از است عبارت (۰, π) در ،{۱, cosnx}∞n=۱ متعامد مجموعه�ی به نسبت f پارسوال تساوی

||f ||۲ = a۲
۰ ||۱||

۲ +
∞∑
n=۱

a۲
n ||cosnx||

۲ ,

است زیر صورت به f(x) ͳکسینوس فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی ͳیعن
۲

π

∫ π

۰

f(x) dx = ۲a۲
۰ +

∞∑
n=۱

a۲
n.

است. (۰, π) در ،{sinnx}∞n=۱ متعامد مجموعه�ی به نسبت f پارسوال تساوی ،||f ||۲ =
∞∑
n=۱

b۲n ||sinnx||
۲ عبارت هم�چنین

از است عبارت f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی پس
۲

π

∫ π

۰

[f(x)]۲ dx =
∞∑
n=۱

b۲n.
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ۴

مثال چند

کدام هر نرم و است متعامد [−π, π] در {sinnx}∞n=۱ = {sinx, sin۲x, sin۳x, . . .} توابع دنباله�ی دهید نشان .۵ مثال

بیابید. را توابع از

ͳمثلثات رابطه�ی از استفاده با و است زوج تابع sinnx sinmx که نکته این به توجه با آن�گاه ،m ̸= n اگر حل
داریم ،sinnx sinmx =

۱

۲
[cos(n−m)x− cos(n+m)x]

(sinnx, sinmx) =

∫ π

−π

sinnx sinmxdx

= ۲
۱

۲

∫ π

۰

[cos(n−m)x− cos(n+m)x] dx

=

[
۱

n−m
sin(n−m)x− ۱

n+m
sin(n+m)x

]π
۰

= ۰.

چون م�ͳیابیم. را دنباله اعضای از کدام هر نرم اکنون است. متعامد شده داده دنباله�ی بنابراین

||sinnx||۲ =

∫ π

−π

sin۲ nx dx

=

∫ π

۰

(۱ − cos۲nx) dx

=

[
x− ۱

۲n
sin۲nx

]π
۰

= π

� .||sinnx|| =
√
π داشت خواهیم

هر نرم و است متعامد [−π, π] در {cosnx}∞n=۰ = {۱, cosx, cos۲x, cos۳x, . . .} توابع دنباله�ی دهید نشان .۶ مثال

بیابید. را توابع از کدام

ͳمثلثات رابطه�ی از استفاده با و است زوج تابع cosnx cosmx که نکته این به توجه با آن�گاه ،m ̸= n اگر حل
داریم ،cosnx cosmx =

۱

۲
[cos(n−m)x+ cos(n+m)x]

(cosnx, cosmx) =

∫ π

−π

cosnx cosmxdx

= ۲
۱

۲

∫ π

۰

[cos(n−m)x+ cos(n+m)x] dx

=

[
۱

n−m
sin(n−m)x+

۱

n+m
sin(n+m)x

]π
۰

= ۰.
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۵ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

داریم n = ۰ حالت برای م�ͳیابیم. را دنباله اعضای از کدام هر نرم اکنون است. متعامد شده داده دنباله�ی بنابراین

||۱||۲ =

∫ π

−π

۱ dx = ۲π.

داریم n ̸= ۰ حالت برای .||۱|| =
√

۲π پس

||cosnx||۲ =

∫ π

−π

cos۲ nx dx

=

∫ π

۰

(۱ + cos۲nx) dx

=

[
x+

۱

۲n
sin۲nx

]π
۰

= π.

� .||cosnx|| =
√
π بنابراین

[۰, π] فاصله�ی بر ،[−π, π] فاصله�ی بر علاوه ،{cosnx}∞n=۰ و {sinnx}∞n=۱ دنباله�های که م�ͳدهند نشان بالا مثال دو

هستند. متعامد نیز

توابع دنباله�ی دهید نشان .٧ مثال

{۱, cosnx, sinnx}∞n=۱={۱, cos x, cos۲x, cos۳x, . . . , sinx, sin۲x, sin۳x, . . .}

بیابید. را توابع از کدام هر نرم و است متعامد [−π, π] در

،n ̸= m هر ازای به دیدیم ۶ و ۵ مثال�های در حل
(sinnx, sinmx) = ۰ و (cosnx, cosmx) = ۰.

.(sinnx, cosmx) = ۰ که کنیم ثابت باید تنها پس .||۱|| =
√

۲π و ||cosnx|| = ||sinnx|| =
√
π داریم آن بر علاوه

است، فرد ͳتابع sinnx cosmx زیرا است، ΀واض نیز مطلب این

(sinnx, cosmx) =

∫ π

−π

sinnx cosmxdx = ۰.

� است. متعامد شده داده مجموعه�ی این�رو از

تابع فوریه سری .٨ مثال

f(x) =

 ۰ −π < x < ۰

۱ ۰ ≤ x < π,
f(x+ ۲π) = f(x)

کنید. مشخص آن�را همΎرایی و بیابید را

.
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

۲n− ۱
=
π

۴
دهید نشان (آ)

.
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
=
π۲

۸
دهید نشان پارسوال تساوی از استفاده با (ب)

بیابید. را
∞∑
n=۱

۱

n۲
سری مقدار (پ)
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ۶

از است عبارت a۰ م�ͳیابیم. را f(x) فوریه�ی سری ضرایب حل
a۰ =

۱

۲π

∫ π

−π

f(x) dx =
۱

۲π

∫ π

۰

dx =
۱

۲
.

م�ͳکنیم محاسبه را bn و an اکنون

an =
۱

π

∫ π

−π

f(x) cosnx dx =
۱

π

∫ π

۰

cosnx dx =
sinnx

nπ

]π
۰

= ۰

bn =
۱

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx =
۱

π

∫ π

۰

sinnx dx = −cosnx

nπ

]π
۰

=
۱ − (−۱)n

nπ
.

از است عبارت f فوریه�ی سری پس

f(x) ∼ ۱

۲
+

∞∑
n=۱

۱ − (−۱)n

πn
sinnx.

چون

۱ − (−۱)n =

 ۰ زوج n

۲ فرد n

داشت خواهیم

f(x) ∼ ۱

۲
+

۲

π

∞∑
n=۱

sin(۲n− ۱)x

۲n− ۱
.

داریم دیΎر طرف از

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =


۰ −π < x < ۰
۱

۲
x = ۰

۱ ۰ < x < π.

بنابراین

۱

۲
+

۲

π

∞∑
n=۱

sin(۲n− ۱)x

۲n− ۱
=


۰ −π < x < ۰
۱

۲
x = ۰

۱ ۰ < x < π.

داریم ،sin (۲n− ۱)π

۲
= (−۱)n+۱ چون ،x =

π

۲
دهیم قرار بالا عبارت در اگر (آ)

۱

۲
+

۲

π

∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

۲n− ۱
= ۱,

م�ͳدهد نتیجه که
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

۲n− ۱
=
π

۴
.

م�ͳیابیم: را پارسوال تساوی چپ سمت ابتدا م�ͳیابیم. را f(x) برای پارسوال تساوی (ب)
۱

π

∫ π

−π

[f(x)]۲ dx =
۱

π

∫ π

۰

dx = ۱
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٧ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

از است عبارت f(x) برای پارسوال تساوی پس

۱ = ۲

(
۱

۲

)۲

+
∞∑
n=۱

(
۲

π(۲n− ۱)

)۲

=⇒
∞∑
n=۱

۴

π۲(۲n− ۱)۲
=

۱

۲

=⇒
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
=
π۲

۸
.

نوشت م�ͳتوان
∞∑
n=۱

۱

n۲
سری در فرد و زوج جملات کردن جدا با (پ)

∞∑
n=۱

۱

n۲
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
+

∞∑
n=۱

۱

(۲n)۲
.

داشت خواهیم (ب) از استفاده با این�رو از
۳

۴

∞∑
n=۱

۱

n۲
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
=
π۲

۸
.

نتیجه در
∞∑
n=۱

۱

n۲
=
π۲

۶
. �

م�ͳیابیم. دیΎر تابع Έی از استفاده با را بالا مثال در شده یافته سری�های بعد مثال در

بیابید. را ،−π < x ≤ π ،f(x) = x تابع فوریه سری (آ) .٩ مثال

کنید. محاسبه را
∞∑
n=۱

(−۱)n

۲n− ۱
سری مقدار (ب)

کنید. محاسبه را
∞∑
n=۱

۱

n۲
سری مقدار (پ)

داریم است فرد تابع Έی f(x) = x تابع که این به توجه با م�ͳیابیم. را f(x) = x فوریه�ی سری ضرایب ابتدا حل
a۰ =

۱

۲π

∫ π

−π

x dx = ۰ و an =
۱

π

∫ π

−π

x cosnx dx = ۰.

م�ͳکنیم محاسبه جزء به جزء انتگرال�گیری از استفاده با را bn اکنون

bn =
۱

π

∫ π

−π

x sinnx dx

=
۲

π

∫ π

۰

x sinnx dx

=
۲

π

[
−x cosnx

n
+

sinnx

n۲

]π
۰

=
۲

π

(
−π cosnπ

n

)
=

۲

π

−π(−۱)n

n

=
۲(−۱)n+۱

n
.
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ٨

نتیجه در

bn =
۲(−۱)n+۱

n

از است عبارت f(x) = x فوریه�ی سری و

x =
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n
sinnx, −π < x < π.

چون آن�گاه ،x =
π

۲
دهیم قرار اگر ویژه به (ب)

sin
nπ

۲
=

 ۰ n = ۲k

(−۱)k+۱ n = ۲k − ۱, k = ۱,۲, . . .

داریم

π

۲
=

∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n
sinn

π

۲

=
∞∑
k=۱

۲(−۱)۲k−۱+۱

۲k − ۱
(−۱)k+۱.

نتیجه در
∞∑
k=۱

(−۱)k

۲k − ۱
= −π

۴
.

م�ͳکنیم محاسبه را زیر انتگرال ابتدا f(x) = x برای پارسوال تساوی یافتن برای (پ)

۱

π

∫ π

−π

[f(x)]۲ dx =
۱

π

∫ π

−π

x۲ dx

=
۲

π

∫ π

۰

x۲ dx

=
۲

π

[
x۳

۳

]π
۰

=
۲

۳
π۲.

از است عبارت f(x) = x برای پارسوال تساوی نتیجه در

۲

۳
π۲ =

∞∑
n=۱

(
۲(−۱)n+۱

n

)۲

=
∞∑
n=۱

۴

n۲
.

داریم: را آشنا نتیجه�ای این�رو از
∞∑
n=۱

۱

n۲
=
π۲

۶
. �
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٩ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

بیابید. را ،f(x+ ۲π) = f(x) ،−π < x < π ،f(x) = x۲ تابع فوریه سری (آ) .١٠ مثال

کنید. محاسبه را
∞∑
n=۱

(−۱)n

n۲
سری مقدار (ب)

کنید. محاسبه را
∞∑
n=۱

۱

n۴
سری مقدار (پ)

داریم است زوج تابع Έی f(x) = x۲ تابع که این به توجه با م�ͳیابیم. را f(x) = x۲ فوریه�ی سری ضرایب ابتدا حل
bn =

۱

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx = ۰.

از است عبارت a۰

a۰ =
۱

۲π

∫ π

−π

x۲ dx =
۱

π

∫ π

۰

x۲ dx =
π۲

۳
.

م�ͳکنیم محاسبه جزء به جزء انتگرال�گیری از استفاده با را an اکنون

an =
۱

π

∫ π

−π

x۲ cosnx dx

=
۲

π

∫ π

۰

x۲ cosnx dx

=
۲

π

[
x۲ sinnx

n
+ ۲x

cosnx

n۲
− ۲

sinnx

n۳

]π
۰

=
۲

π

[
۲π

cosnπ

n۲

]
=

۴(−۱)n

n۲
.

نتیجه در

an =
۴(−۱)n

n۲

از است عبارت f(x) = x۲ فوریه�ی سری و

x۲ =
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
cosnx, −π ≤ x ≤ π.

داریم آن�گاه ،x = ۰ دهیم قرار اگر ویژه به (ب)

۰ =
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲

نتیجه در و
∞∑
n=۱

(−۱)n

n۲
= − π۲

۱۲
.

آن�گاه ،x = π دهیم قرار اگر هم�چنین

π۲ =
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
cosnπ

=
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴

n۲
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ١٠

نتیجه در و
∞∑
n=۱

۱

n۲
=
π۲

۶

دارد. مطابقت قبل مثال با که

م�ͳکنیم محاسبه را زیر انتگرال ابتدا f(x) = x۲ برای پارسوال تساوی یافتن برای (پ)

۱

π

∫ π

−π

[f(x)]۲ dx =
۱

π

∫ π

−π

x۴ dx

=
۲

π

∫ π

۰

x۴ dx

=
۲

۵
π۴.

از است عبارت f(x) = x۲ برای پارسوال تساوی نتیجه در

۲

۵
π۴ = ۲

(
π۲

۳

)۲

+
∞∑
n=۱

(
۴(−۱)n

n۲

)۲

=
۲π۴

۹
+

∞∑
n=۱

۱۶

n۴
.

این�رو از
∞∑
n=۱

۱

n۴
=
π۴

۹۰
. �

دیدیم ١٠ مثال در م�ͳگیریم. انتگرال و مشتق فوریه، سری دو از ۴ قضیه�ی آزمودن برای

x۲ =
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
cosnx.

داریم بΎیریم مشتق بالا رابطه�ی طرف دو از اگر

۲x =
∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
(−n sinnx)

=
∞∑
n=۱

۴(−۱)n+۱

n
sinnx.

نتیجه در

x =
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n
sinnx,

سری بΎیریم مشتق مشتق�پذیر f(x) تابع فوریه�ی سری از و باشد مشتق�پذیر f(x) تابع اگر پس دارد. مطابقت ٩ مثال با که

م�ͳآید. دست به f ′(x) فوریه

ͳیعن ،f(x) = x فوریه سری از اگر مثلا گرفت. انتگرال جمله به جمله تابع Έی فوریه�ی سری از م�ͳتوان هم�چنین

t =
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n
sinnt,
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١١ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

داریم بΎیریم انتگرال x تا −π ∫از x

−π

t dt =
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n

∫ x

−π

sinnt dt.

این�رو از

t۲

۲

]x
−π

=
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n

[
− cosnt

n

]x
−π

=
∞∑
n=۱

۲(−۱)n

n۲
(cosnx− cos(−nπ))

=
∞∑
n=۱

۲(−۱)n

n۲
cosnx−

∞∑
n=۱

۲(−۱)n

n۲
(−۱)n

=
∞∑
n=۱

۲(−۱)n

n۲
cosnx− ۲

∞∑
n=۱

۱

n۲

م�ͳآوریم دست به ،
∞∑
n=۱

۱

n۲
=
π۲

۶
چون نتیجه، در و

x۲

۲
− π۲

۲
=

∞∑
n=۱

۲(−۱)n

n۲
cosnx− π۲

۳

نتیجه در و

x۲ = π۲ − ۲π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
cosnx.

پس

x۲ =
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
cosnx

دارد. مطابقت ١٠ مثال نتیجه با که

مجموع آن�ها از استفاده با و بیابید را ۰ < x < π ،f(x) = x تابع ͳکسینوس فوریه سری و ͳسینوس فوریه سری .١١ مثال

کنید. محاسبه را
∞∑
n=۱

۱

n۴
و ،

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴
،

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
،

∞∑
n=۱

۱

n۲
� سری�های

ببینید) را ٩ (مثال داریم م�ͳیابیم. را f(x) = x ͳسینوس فوریه�ی سری ابتدا حل

bn =
۲

π

∫ π

۰

x sinnx dx

=
۲

π

[
−x cosnx

n
+

sinnx

n۲

]π
۰

=
۲

π

π(−۱)n+۱

n

=
۲(−۱)n+۱

n
,
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ١٢

از است عبارت f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری نتیجه در و

x =
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n
sinnx, ۰ < x < π.

م�ͳکنیم محاسبه ابتدا پارسوال تساوی یافتن برای
۲

π

∫ π

۰

[f(x)]۲ dx =
۲

π

∫ π

۰

x۲ dx =
۲

۳
π۲.

از است عبارت f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی پس
۲

۳
π۲ =

∞∑
n=۱

(
۲(−۱)n+۱

n

)۲

نتیجه در و
π۲

۶
=

∞∑
n=۱

۱

n۲

کرد: عمل زیر صورت به م�ͳتوان
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
سری یافتن برای است. آشنا نتیجه�ای که

∞∑
n=۱

۱

n۲
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
+

∞∑
n=۱

۱

(۲n)۲

=
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
+

۱

۴

∞∑
n=۱

۱

n۲
.

بنابراین
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
=

۳

۴

∞∑
n=۱

۱

n۲
=

۳

۴

π۲

۶
=
π۲

۸
.

م�ͳکنیم محاسبه را a۰ ابتدا م�ͳیابیم. را f(x) = x ͳکسینوس فوریه�ی سری اکنون

a۰ =
۱

π

∫ π

۰

x dx =
π

۲

م�ͳآوریم دست به جزء به جزء اتنتگرال�گیری روش از استفاده با را an سپس و

an =
۲

π

∫ π

۰

x cosnx dx

=
۲

π

[
x sinnx

n
+

cosnx

n۲

]π
۰

=
۲

πn۲
[cosnπ − ۱]

=
۲((−۱)n − ۱)

πn۲
.

از است عبارت f(x) ͳکسینوس فوریه�ی سری نتیجه در

x =
π

۲
+

∞∑
n=۱

۲((−۱)n − ۱)

πn۲
cosnx, ۰ < x < π.

Page 13

www.bjozve.ir


@jozve_iut

١٣ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

داشت خواهیم x = ۰ دهیم قرار f(x) = x ͳکسینوس فوریه سری در اگر

۰ =
π

۲
+

∞∑
n=۱

۲((−۱)n − ۱)

πn۲

م�ͳدهد نتیجه که

−π
۲

۴
=

∞∑
k=۱

−۲

(۲k − ۱)۲

م�ͳشود حاصل آوردیم، دست به نیز بالا در که زیر، نتیجه�ی بنابراین و
∞∑
k=۱

۱

(۲k − ۱)۲
=
π۲

۸
.

از است عبارت f(x) ͳکسینوس فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی

۲

۳
π۲ = ۲(

π

۲
)۲ +

∞∑
n=۱

(
۲((−۱)n − ۱)

πn۲

)۲

=
π۲

۲
+

∞∑
n=۱

۸(۱ − (−۱)n)

π۲n۴
.

نتیجه در

۲

۳
π۲ − π۲

۲
=

∞∑
n=۱

۸(۱ − (−۱)n)

π۲n۴
=⇒ π۴

۴۸
=

∞∑
n=۱

۲

(۲n− ۱)۴

=⇒ π۴

۹۶
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴
.

م�ͳنویسیم
∞∑
n=۱

۱

n۴
سری یافتن برای

∞∑
n=۱

۱

n۴
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴
+

∞∑
n=۱

۱

(۲n)۴

=
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴
+

۱

۱۶

∞∑
n=۱

۱

n۴
.

بنابراین
۱۵

۱۶

∞∑
n=۱

۱

n۴
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴

داریم ،
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴
=
π۴

۹۶
چون نتیجه، در و

∞∑
n=۱

۱

n۴
=

۱۶

۱۵

π۴

۹۶
=
π۴

۹۰
. �

g(x) = x۲ − πx ͳسینوس فوریه�ی سری ،۰ < x < π ،f(x) = x ͳکسینوس فوریه�ی سری از انتگرال�گیری با .١٢ مثال

بیابید. را
∞∑
n=۱

۱

n۶
سری مجموع آن� از استفاده با و کنید محاسبه را
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ١۴

م�ͳنویسیم را آمد، دست به قبل مثال در که ،f(x) = x ͳکسینوس فوریه�ی سری حل

t =
π

۲
+

∞∑
n=۱

۲((−۱)n − ۱)

πn۲
cosnt

داشت خواهیم صورت این در م�ͳگیریم. انتگرال آن از x تا صفر از ∫و x

۰

t dt =

∫ x

۰

π

۲
dt+

∞∑
n=۱

∫ x

۰

۲((−۱)n − ۱)

πn۲
cosnt dt

م�ͳدهد نتیحه که
x۲

۲
=
π

۲
x+

∞∑
n=۱

۲((−۱)n − ۱)

πn۳
sinnx.

بنابراین

x۲ − πx =
∞∑
n=۱

۴((−۱)n − ۱)

πn۳
sinnx.

فوریه سری برای را پارسوال تساوی حال یافتیم. را ۰ < x < π ،g(x) = x۲ − πx تابع ͳسینوس فوریه�ی سری این�رو از

م�ͳکنیم محاسبه ابتدا م�ͳیابیم. g(x) ͳسینوس
۲

π

∫ π

۰

[g(x)]۲ dx =
۲

π

∫ π

۰

(x۲ − πx)۲ dx =
π۴

۱۵
.

از است عبارت g(x) ͳسینوس فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی پس
π۴

۱۵
=

∞∑
n=۱

(
۴((−۱)n − ۱)

πn۳

)۲

نتیجه در و
π۶

۱۵ × ۱۶ × ۲
=

∞∑
n=۱

۱ − (−۱)n

n۶

ͳیعن
π۶

۴۸۰
=

∞∑
n=۱

۲

(۲n− ۱)۶

داریم و
π۶

۹۶۰
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۶
.

م�ͳکنیم جدا آن فرد و زوج جملات
∞∑
n=۱

۱

n۶
سری مقدار محاسبه�ی برای اکنون

∞∑
n=۱

۱

n۶
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۶
+

∞∑
n=۱

۱

(۲n)۶

=
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۶
+

۱

۶۴

∞∑
n=۱

۱

n۶
.

نتیجه )در
۱ − ۱

۶۴

) ∞∑
n=۱

۱

n۶
=

π۶

۹۶۰
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١۵ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

داریم و

∞∑
n=۱

۱

n۶
=

۶۴

۶۳

π۶

۹۶۰
=

π۶

۹۴۵
. �

بیابید. را ۰ < x < π ،f(x) = e۲x تابع ͳکسینوس فوریه سری و ͳسینوس فوریه سری .١٣ مثال

از عبارتند f(x) = e۲x ͳسینوس فوریه�ی سری ضرایب حل

bn =
۲

π

∫ π

۰

e۲x sinnx dx =
۲e۲x(−n cosnx+ ۲ sinnx)

π(n۲ + ۴)

]π
۰

=
۲n(e۲π(−۱)n+۱ + ۱)

π(n۲ + ۴)
,

داریم و

e۲x =
∞∑
n=۱

۲n(e۲π(−۱)n+۱ + ۱)

π(n۲ + ۴)
sinnx.

از عبارتند f(x) = e۲x ͳکسینوس فوریه�ی سری ضرایب هم�چنین

a۰ =
۱

π

∫ π

۰

e۲x =
۱

۲π
e۲x
]π

۰

=
e۲π − ۱

۲π
;

an =
۲

π

∫ π

۰

e۲x cosnx dx =
۲e۲x(۲ cosnx+ n sinnx)

π(n۲ + ۴)

]π
۰

=
۴(e۲π(−۱)n − ۱)

π(n۲ + ۴)

داریم و

e۲x =
e۲π − ۱

۲π
+

∞∑
n=۱

۴(e۲π(−۱)n − ۱)

π(n۲ + ۴)
cosnx. �
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آن کاربردهای و فوریه انتگرال ،٢ فصل خلاصه

١٣٩٣ تیرماه ٢٢ سوم جلسه�

مطلقاً (−∞,+∞) در f(x) و باشد (−∞,+∞) فاصله�ی روی قطعه�ای پیوسته�ی تابع Έی f(x) که کنید فرض

ͳیعن باشد، ∫انتگرال�پذیر +∞

−∞
|f(x)| dx

از است عبارت f(x) تابع فوریه انتگرال باشد. داشته وجود

f(x) ∼
∫ +∞

۰

(Aα cosαx+Bα sinαx) dα,

آن در که

Aα =
۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) cosαx dx و Bα =

۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) sinαx dx,

بالا انتگرال�های وجود از اطمینان برای f(x) انتگرال�پذیری مطلقاً شرط م�ͳنامیم. f فوریه�ی انتگرال ضرایب را Bα و Aα

است.

(−∞,+∞) بر f فرضکنید هم�چنین باشد. هموار تکه�ای و قطعه�ای پیوسته�ی (−∞,+∞) بر f تابع فرضکنید .١۴ قضیه

صورت این در باشد. انتگرال�پذپر مطلقاً
۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =

∫ +∞

۰

[A(α) cosαx+B(α) sinαx] dα.

ͳیعن است، همΎرا f(x) به x در f فوریه�ی انتگرال باشد، پیوسته x در f اگر ویژه به

f(x) =

∫ +∞

۰

(Aα cosαx+Bα sinαx) dα.

فوریه�ی انتگرال باشد. (۰,+∞) فاصله�ی روی انتگرال�پذیر مطلقاً و قطعه�ای پیوسته�ی تابع Έی f(x) که کنید فرض

از است عبارت f(x) تابع ͳسینوس

f(x) ∼
∫ +∞

۰

Bα sinαx dα,

آن در که

Bα =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) sinαx dx,

از است عبارت f(x) تابع ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال

f(x) ∼
∫ +∞

۰

Aα cosαx dα,

آن در که

Aα =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) cosαx dx,

است. همΎرا ۱
۲ [f(x

+) + f(x−)] به x در f(x) تابع ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال و ͳسینوس فوریه�ی انتگرال

١۶
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١٧ فوریه انتگرال

مثال چند

بیابید. را ،f(x) =

 ۱ |x| < ۱

۰ |x| ≥ ۱
تابع فوریه انتگرال (آ) .١۵ مثال

کنید. محاسبه را
∫ +∞

۰

sinα

α
dα انتگرال مقدار (ب)

داریم است زوج تابع Έی f(x) چون حل

Bα =
۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) sinαx dx = ۰

هم�چنین و

Aα =
۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) cosαx dx =

۲

π

∫ ۱

۰

cosαx dx =
۲ sinα

πα
.

چون دیΎر طرف از

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =


۱ |x| < ۱

۰ |x| > ۱
۱

۲
|x| = ۱

از است عبارت آن همΎرایی و f(x) فوریه�ی انتگرال

∫ +∞

۰

۲ sinα

πα
cosαx dα =


۱ |x| < ۱

۰ |x| > ۱
۱

۲
|x| = ۱.

داریم دهیم قرار x = ۰ بالا رابطه�ی در اگر ∫(ب) +∞

۰

۲ sinα

πα
dα = ۱

م�ͳدهد نتیجه ∫که +∞

۰

sinα

α
dα =

π

۲
. �

کنید. محاسبه را زیر انتگرال مقدار f(x) =

 ۱ − x۲ |x| < ۱

۰ |x| ≥ ۱
تابع فوریه انتگرال از استفاده با .١۶ مثال

∫ +∞

۰

sinα− α cosα

α۳
dα

داریم است زوج f(x) چون حل

Bα =
۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) sinαx dx = ۰.
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فوریه انتگرال ١٨

م�ͳکنیم محاسبه را Aα جزء به جزء انتگرال�گیری از استفاده با اکنون

Aα =
۱

π

∫ ۱

−۱

f(x) cosαx dx

=
۲

π

∫ ۱

۰

(۱ − x۲) cosαx dx

=
۲

π

[
(۱ − x۲)

sinαx

α
− ۲x

cosαx

α۲
+ ۲

sinαx

α۳

]۱

۰

=
۴(sinα− α cosα)

πα۳
.

نتیجه ∫در +∞

۰

۴(sinα− α cosα)

πα۳
cosαx dα =

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =

 ۱ − x۲ |x| < ۱

۰ |x| ≥ ۱.

م�ͳآید دست به نظر مورد انتگرال مقدار x = ۰ فرض با ∫اکنون +∞

۰

sinα− α cosα

α۳
dα =

π

۴
. �

بیابید. را ،f(x) =

 cos x |x| < π

۰ |x| ≥ π
تابع فوریه انتگرال .١٧ مثال

م�ͳکنیم محاسبه را Aα اکنون .Bα = ۰ داریم است زوج تابع f(x) چون حل

Aα =
۱

π

∫ π

−π

f(x) cosαx dx

=
۲

π

∫ π

۰

cosx cosαx dx

=
۱

π

∫ π

۰

[cos(۱ + α)x+ cos(۱ − α)x] dx

=
۱

π

[
sin(۱ + α)x

۱ + α
+

sin(۱ − α)x

۱ − α

]π
۰

=
۱

π

(
sin(۱ + α)π

۱ + α
+

sin(۱ − α)π

۱ − α

)
=

۱

π

(
− sinαπ

۱ + α
+

sinαπ

۱ − α

)
=

۲α sinαπ

π(۱ − α۲)
.

از است عبارت آن همΎرایی و f(x) فوریه سری این�رو از

∫ +∞

۰

۲α sinαπ

π(۱ − α۲)
cosαx dα =

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =


cos x |x| < π

۰ |x| > π

−۱

۲
|x| = π. �
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١٩ فوریه انتگرال

بیابید. را ،f(x) =

 ۱ ۰ < x < ۱

۰ ۱ < x < +∞
تابع ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه انتگرال (آ) .١٨ مثال

چون م�ͳیابیم. را f(x) ͳسینوس فوریه�ی انتگرال ابتدا حل

Bα =
۲

π

∫ ∞

۰

f(x) sinαx dx =
۲

π

∫ ۱

۰

sinαx dx =
۲

πα
(۱ − cosα).

از است عبارت آن همΎرایی و f(x) ͳسینوس فوریه�ی انتگرال پس

∫ +∞

۰

۲

πα
(۱ − cosα) sinαx dα =

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =


۱ ۰ < x < ۱

۰ ۱ < x < +∞
۱

۲
x = ۱.

داریم م�ͳیابیم. را f(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال اکنون

Aα =
۲

π

∫ ∞

۰

f(x) cosαx dx =
۲

π

∫ ۱

۰

cosαx dx =
۲ sinα

πα
.

از است عبارت f(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال بنابراین

∫ +∞

۰

۲ sinα

πα
cosαx dα =


۱ ۰ < x < ۱

۰ ۱ < x < +∞
۱

۲
x = ۱. �

کنید ثابت را زیر روابط ͳدرست مناسب، فوریه�ی انتگرال از استفاده با .١٩ مثال

∫ +∞

۰

cos kα + kα sin kα− ۱

α۲
cosαx dα =


π

۲
x ۰ ≤ x < k

k
π

۴
x = k

۰ x > k

∫ +∞

۰

sin kα− kα cos kα

α۲
sinαx dα =


π

۲
x ۰ ≤ x < k

k
π

۴
x = k

۰ x > k

داریم م�ͳیابیم. آن�را ͳسینوس فوریه�ی انتگرال و f(x) =

 x ۰ < x < k

۰ x > k
م�ͳدهیم قرار حل

Bα =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) sinαx dx =
۱

π

∫ k

۰

x sinαx dx

=
۲

π

−x cosαx
α

+
sinαx

α۲

]k
۰

=
۲

π

(
−k cosαk

α
+

sinαk

α۲

)
=

۲

π

sinαk − kα cosαk

α۲
.
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فوریه انتگرال ٢٠

از است عبارت آن همΎرایی و f(x) ͳسینوس فوریه�ی انتگرال ۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =


x ۰ < x < k

۰ x > k
k

۲
x = k

چون

∫ +∞

۰

۲

π

sinαk − kα cosαk

α۲
sinαx dx =


x ۰ < x < k

۰ x > k
k

۲
x = k.

نتیجه در

∫ +∞

۰

sinαk − kα cosαk

α۲
sinαx dx =


π

۲
x ۰ < x < k

۰ x > k
π

۴
k x = k.

داریم م�ͳیابیم. را f(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال اکنون

Aα =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) cosαx dx =
۲

π

∫ k

۰

x cosαx dx

=
۲

π

x sinαx

α
+

cosαx

α۲

]k
۰

=
۲

π

(
k sinαk

α
+

cosαk

α۲
− ۱

α۲

)
=

۲

π

kα sinαk + cosαk − ۱

α۲

از است عبارت آن همΎرایی و f(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال بنابراین

∫ +∞

۰

۲

π

kα sinαk + cosαk − ۱

α۲
cosαx dx =


x ۰ < x < k

۰ x > k
k

۲
x = k.

نتیجه در

∫ +∞

۰

kα sinαk + cosαk − ۱

α۲
cosαx dx =


π

۲
x ۰ < x < k

۰ x > k
π

۴
k x = k.
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اشتورم-لیوویل مسائل ،٣ فصل خلاصه

١٣٩٣ تیرماه ٢٣ چهارم جلسه�

دوم مرتبه�ی ͳخط دیفرانسیل معادله
d

dx

[
r(x)

dy

dx

]
+ [q(x) + σp(x)]y = ۰,

برای گوییم. اشتورم-لیوویل معادله�ی Έی را هستند، ͳحقیق توابع r(x) و ،q(x) ،p(x) توابع و است پارامتر Έی σ آن در که

،x ∈ [a, b] هر ازای به و پیوسته�اند [a, b] فاصله�ی در r′(x) و ،r(x) ،q(x) ،p(x) م�ͳکنیم فرض جواب وجود از اطمینان

دوم مرتبه�ی ͳخط دیفرانسیل معادله هر .r(x) ̸= ۰

P (x)y′′ +Q(x)y′ +R(x)y = ۰

تابع در کردن ضرب با م�ͳتوان را

µ(x) =
۱

P (x)
e

∫
Q(x)

P (x)
dx

کرد. تبدیل اشتورم-لیوویل معادله�ی به

صورت به را L عملΎر اگر

L =
d

dx

[
r
d

dx

]
+ qy

نوشت زیر صورت به م�ͳتوان را اشتورم-لیوویل معادله�ی کنیم، تعریف

L [y] + σp(x)y = ۰.

اشتورم-لیوویل معادله�ی Έی

L[y] + σp(x)y = ۰ a < x < b

مرزی شرایط همراه به a۱y(a) + b۱y
′(a) = ۰

a۲y(b) + b۲y
′(b) = ۰

(١)

مسأله�ی Έی را نیستند؛ صفر هم با دو هر b۲ ،a۲ و b۱ ،a۱ آن بر علاوه هستند؛ ثابت ͳحقیق اعداد b۲ ،b۱ ،a۲ ،a۱ آن در که

مسأله مرزی شرایط هستند، همΎن و ͳخط که را، (١) مرزی شرایط گوییم. منظم مرزی) مقدار (مسأله�ی اشتورم-لیوویل

جواب را جواب این م�ͳکند. صدق مرزی شرایط در هم و دیفرانسیل معادله در هم y(x) = ۰ ثابت تابع که کنید توجه گوییم.

ͳنابدیه جواب آن�ها ازای به که σ مقادیر و مسأله ویژه�ی توابع وجود) صورت (در را مسأله ͳنابدیه جواب�های گوییم. ͳبدیه

ͳخط ترکیب هر که دید م�ͳتوان ͳسادگ به هستند، همΎن مرزی شرایط و معادله چون گوییم. مسأله ویژه�ی مقادیر را دارد وجود

ویژه تابع مجدداً ویژه، تابع Έی ضریب هر ویژه به است. σ با متناظر ویژه تابع مجدداً ،σ ویژه�ی مقدار متناظر ویژه�ی توابع از

است.

٢١
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اشتورم-لیوویل مسائل ٢٢

،x ∈ [a, b] هر ازای به و باشند پیوسته [a, b] فاصله�ی در r′(x) و ،r(x) ،q(x) ،p(x) توابع کنید فرض .٢٠ قضیه

اشتورم-لیوویل مسأله ویژه�ی توابع φµ(x) و φλ(x) اگر .r(x) ̸= ۰
L[y] + σp(x)y = ۰, a < x < b

a۱y(a) + b۱y
′(a) = ۰

a۲y(b) + b۲y
′(b) = ۰.

ͳیعن هستند، متعامد p(x) وزن تابع به نسبت φµ(x) و φλ(x) آن�گاه باشند، µ و λ متمایز ویژه�ی مقادیر ∫متناظر b

a

p(x)φλ(x)φµ(x) dx = ۰.

دنباله�ی دیدیم باشد. متمایز ویژه�ی مقادیر متناظر اشتورم-لیوویل مسأله ویژه�ی توابع دنباله�ی {φn(x)}∞n=۱ کنید فرض

[a, b]فاصله�ی روی قطعه�ای پیوسته�ی تابع فوریه�ی سری م�ͳتوانیم این�رو از است. متعامد p(x) وزن تابع به نسبت {φn(x)}∞n=۱

در که باشد، متعامد مجموعه�ی این به نسبت f فوریه�ی سری
∞∑
n=۱

Cnφn(x) فرضکنید بیایم. متعامد مجموعه�ی این حسب بر را

.
∞∑
n=۱

C۲
n||φn||۲ = ||f ||۲ ͳیعن است، برقرار پارسوال تساوی داد نشان م�ͳتوان هستند. فوریه سری ضرایب ،Cn =

(f, φn)

||φn||۲
آن

f راست و چپ مشتقات که x ∈ (a, b) نقطه�ی هر در f فوریه�ی سری آن�گاه باشند، قطعه�ای پیوسته�ی f اگر آن بر علاوه

است. همΎرا ۱

۲
[f(x−) + f(x+)] به باشند، داشته وجود

مثال چند
دیفرانسیل معادله

x۲y′′ + xy′ + σy = ۰ , x > ۰

در معادله کردن ضرب با بΎیرید. نظر در را

µ =
۱

x۲
e

∫
x

x۲
dx

=
۱

x۲
elnx =

۱

x
.

داشت خواهیم

xy′′ + y′ +
σ

x
y = ۰.

از است عبارت متناظر اشتورم-لیوویل معادله�ی این�رو از
d

dx

[
x
dy

dx

]
+
σ

x
y = ۰.

ͳبخصوص اشتورم-لیوویل مساله�های ویژه�ی توابع دیده�ایم، قبلا̈ که ͳمثلثات متعامد مجموعه��های م�ͳدهند نشان بعد مهم مثال سه

هستند.

بیابید. را زیر اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر .٢١ مثال
y′′ + σy = ۰, ۰ < x < L

y(۰) = ۰

y(L) = ۰.
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٢٣ اشتورم-لیوویل مسائل

از است عبارت م�ͳآید) دست به y(x) = erx فرض با (که y′′ + σy = ۰ دیفرانسیل معادله شاخص معادله چون حل
برای مختلط حالت .σ > ۰ و ،σ < ۰ ،σ = ۰ بΎیریم: نظر در حالت سه باید نتیجه در و ،r = ±

√
−σ پس ،r۲ + σ = ۰

مقادیر هستند) برقرار معمولا˦ ͳبررس مورد مساله�های برای (که شرط Έی تحت که م�ͳشود ثابت زیرا نم�ͳگیریم، نظر در را σ

هستند. ͳحقیق منظم اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی

از است عبارت معادله ͳعموم جواب پس .r = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

y(x) = c۱x+ c۲.

.y(x) = ۰ م�ͳدهد نتیجه که ،c۱L = ۰ داریم ،y(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۱xپس ،c۲ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

نیست. ویژه مقدار σ = ۰ پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±λ داریم حالت این در .λ =
√
−σ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ دوم: حالت

از است

y(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

c۲ = ۰ پس .c۲ sinhλL = ۰ داریم ،y(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲ sinhλxپس ،c۱ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

از .y(x) = ۰ نتیجه در و c۲ = ۰ باشیم داشته باید پس .sinhλL ̸= ۰ زیرا نم�ͳدهد، رخ اخیر حالت اما ،sinhλL = ۰ یا

نیست. ویژه مقدار هم σ < ۰ پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±iλ داریم حالت این در .λ =
√
σ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ سوم: حالت

از است

y(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.

یا c۲ = ۰ پس .c۲ sinλL = ۰ داریم ،y(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲ sinλxپس ،c۱ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

م�ͳتوان آن�گاه ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λ =
nπ

L
اگر پس است. ͳطبیع عدد λL = nπ آن�گاه ،sinλL = ۰ اگر .sinλL = ۰

عبارتند ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λn =
nπ

L
متناظر جواب�های بنابراین یافت. را مسأله از ͳنابدیه جواب�های و گرفت ناصفر را c۲

از عبارتند مسأله ویژه�ی توابع و مقادیر این�رو از .c۲ sin
nπ

L
x از

σn =
(nπ
L

)۲

, yn(x) = sin
nπ

L
x. �

بیابید. را زیر اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر .٢٢ مثال
y′′ + σy = ۰, ۰ < x < π

y′(۰) = ۰

y′(π) = ۰.

قبل مثال مشابه و ،r = ±
√
−σ پس ،r۲ + σ = ۰ از است عبارت y′′ + σy = ۰ دیفرانسیل معادله شاخص معادله حل

.σ > ۰ و ،σ < ۰ ،σ = ۰ م�ͳگیریم: نظر در حالت سه

از است عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

y(x) = c۱x+ c۲.
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اشتورم-لیوویل مسائل ٢۴

پس م�ͳکند، صدق y′(π) = ۰ شرط در y(x) = c۲ تابع چون اکنون .y(x) = c۲ پس ،c۱ = ۰ داریم ،y′(۰) = ۰ چون

تابع Έی y۰(x) = ۱ و ویژه مقدار Έی σ۰ = ۰ این�رو از است. مسأله از ͳنابدیه جواب Έی ،c۲ ̸= ۰ برای ،y(x) = c۲

است. آن متناظر ویژه

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±λ داریم حالت این در .λ =
√
−σ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ دوم: حالت

از است

y(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

پس .c۱λ sinhλπ = ۰ داریم ،y′(π) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۱ coshλx پس ،c۲ = ۰ داریم ،y′(۰) = ۰ چون

نتیجه در و c۱ = ۰ باشیم داشته باید پس .sinhλπ ̸= ۰ زیرا نم�ͳدهد، رخ اخیر حالت اما ،sinhλ = ۰ یا c۱λπ = ۰

نیست. ویژه مقدار σ < ۰ پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±iλ داریم حالت این در .λ =
√
σ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ سوم: حالت

از است

y(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.

c۱ = ۰ پس .−c۱λ sinλπ = ۰ داریم ،y′(π) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۱ cosλxپس ،c۲ = ۰ داریم ،y′(۰) = ۰ چون

c۱ م�ͳتوان آن�گاه ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λ = n اگر پس است. ͳطبیع عدد λ = n آن�گاه ،sinλπ = ۰ اگر .sinλπ = ۰ یا

از عبارتند ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λn = n متناظر جواب�های بنابراین یافت. را مسأله از ͳنابدیه جواب�های و گرفت ناصفر را

از عبارتند مسأله ویژه�ی توابع و مقادیر این�رو از .c۲ cosnx

σ۰ = ۰, y۰(x) = ۱, σn = n۲, yn(x) = cosnx. �

مساله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر که م�ͳدهد نشان بالا مثال کل�ͳتر طور به
y′′ + σy = ۰, ۰ < x < L

y′(۰) = ۰

y′(L) = ۰.

از عبارتند

σ۰ = ۰, y۰(x) = ۱, σn =
(nπ
L

)۲

, yn(x) = cos
nπ

L
x.

بیابید. را زیر اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر .٢٣ مثال
y′′ + σy = ۰, −π < x < π

y(−π) = y(π)

y′(−π) = y′(π).

قبل مثال مشابه و ،r = ±
√
−σ پس ،r۲ + σ = ۰ از است عبارت y′′ + σy = ۰ دیفرانسیل معادله شاخص معادله حل

.σ > ۰ و ،σ < ۰ ،σ = ۰ م�ͳگیریم: نظر در حالت سه

از است عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

y(x) = c۱x+ c۲.
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٢۵ اشتورم-لیوویل مسائل

تابع چون اکنون .y(x) = c۲ پس .c۱ = ۰ م�ͳدهد نتیجه که ،−c۱π + c۲ = c۱π + c۲ داریم ،y(−π) = y(π) چون

است. مسأله از ͳنابدیه جواب Έی ،c۲ ̸= ۰ برای ،y(x) = c۲ پس م�ͳکند، صدق y′(−π) = y′(π) شرط در y(x) = c۲

است. آن متناظر ویژه تابع Έی y۰(x) = ۱ و ویژه مقدار Έی σ۰ = ۰ این�رو از

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±λ داریم حالت این در .λ =
√
−σ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ دوم: حالت

از است

y(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

داریم ،y(−π) = y(π) چون

c۱ coshλ(−π) + c۲ sinhλ(−π) = c۱ coshλπ + c۲ sinhλπ

نتیجه در و

c۱ coshλπ − c۲ sinhλπ = c۱ coshλπ + c۲ sinhλπ.

بنابراین .c۲ = ۰ داشت خواهیم sinhλπ ̸= ۰ چون و c۲ sinhλπ = ۰ م�ͳآوریم دست به اخیر رابطه�ی کردن ساده با

،y′(−π) = y′(π) چون اکنون .y(x) = c۱ coshλx

c۱λ sinhλ(−π) = c۱λ sinhλπ

دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰ نتیجه در .c۱ = ۰ داریم و c۱λ sinhλπ = ۰ نتیجه در و

نیست. ویژه مقدار σ < ۰ پس

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±iλ داریم حالت این در .λ =
√
σ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ سوم: حالت

از است

y(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.

داریم ،y′(−π) = y′(π) و y(−π) = y(π) چون c۱ cosλ(−π)− c۲ sinλ(−π) = c۱ cosλπ + c۲ sinλπ

λc۱ sinλ(−π) + λc۲ cosλ(−π) = −λc۱ sinhλπ + λc۲ cosλπ.

نتیجه در c۱ cosλπ − c۲ sinλπ = c۱ cosλπ + c۲ sinλπ

λc۱ sinλπ + λc۲ cosλπ = −λc۱ sinhλπ + λc۲ cosλπ.

که م�ͳگیریم نتیجه بالا معادلات از

c۱ sinλπ = ۰ و c۲ sinλπ = ۰.

مقادیر از ͳ΋ی برابر λ باید معادله از ͳنابدیه جواب داشتن برای

λn = n, n = ۱,۲,۳, . . .

این در پس یافت. را مسأله از ͳنابدیه جواب�هاب و گرفت نظر در ناصفر م�ͳتوان را c۲ و c۱ مقادیر λای چنین ازای به باشد.

از عبارتند متناظر ویژه�ی توابع و مسأله ویژه�ی مقادیر حالت

σn = λ۲
n = n۲, yn = cosnx, sinnx, n = ۱,۲, . . . . �
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اشتورم-لیوویل مسائل ٢۶

مساله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر که م�ͳدهد نشان بالا مثال کل�ͳتر طور به
y′′ + σy = ۰, −L < x < L

y(−L) = y(L)

y′(−L) = y′(L).

از عبارتند

σn = λ۲
n =

(nπ
L

)۲

, yn = cos
nπ

L
x, sin

nπ

L
x, n = ۱,۲, . . . .

است، ثابت عدد h > ۰ آن در که بیابید، را زیر اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر .٢۴ مثال
y′′ + σy = ۰, ۰ < x < L

y(۰) = ۰

y(L) + hy′(L) = ۰.

قبل مثال مشابه و ،r = ±
√
−σ پس ،r۲ + σ = ۰ از است عبارت y′′ + σy = ۰ دیفرانسیل معادله شاخص معادله حل

.σ > ۰ و ،σ < ۰ ،σ = ۰ م�ͳگیریم: نظر در حالت سه

از است عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .y′′ = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

y(x) = c۱x+ c۲.

نتیجه که ،c۱L + hc۱ = ۰ داریم ،y(L) + hy′(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۱xپس ،c۲ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

نیست. ویژه مقدار σ = ۰ پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰ م�ͳدهد

معادله ͳعموم جواب نتیجه در .y′′ − λ۲y = ۰ داریم حالت این در .λ =
√
−σ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ دوم: حالت

از است عبارت

y(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

داریم ،y(L) + hy′(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲ sinhλx نتیجه در و ،c۱ = ۰ داشت خواهیم ،y(۰) = ۰ چون

c۲ sinhλL+ hλc۲ coshλL = ۰.

داریم اخیر حالت در .sinhλL+ hλ coshλL = ۰ یا c۲ = ۰ پس

tanhλL = −hλ.

نوشت م�ͳتوان α = λLفرض با

tanhα =
−h
L
α.

این که م�ͳگیریم نتیجه م�ͳکنند، قط΄ را ی΋دیΎر x = ۰ در فقط y = −h

L
x خط و y = tanh x ͳمنحن این�که به توجه با

ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰ نتیجه در و c۲ = ۰ باشیم داشته باید پس نم�ͳدهد. رخ حالت

نیست. ویژه مقدار σ < ۰ پس دارد.

معادله ͳعموم جواب نتیجه در .y′′ + λ۲y = ۰ داریم حالت این در .λ =
√
σ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ سوم: حالت

از است عبارت

y(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.
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٢٧ اشتورم-لیوویل مسائل
y

x

دارد. جواب بی�نهایت tanx = −kx معادله�ی :١ ش΋ل

داشت خواهیم ،y(L) + hy′(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲ sinλxپس ،c۱ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

c۲ sinλL+ hλc۲ cosλL = ۰.

داریم اخیر حالت در .sinλL+ hλ cosλL = ۰ یا c۲ = ۰ پس

tanλL = −hλ.

نوشت م�ͳتوان α = λLفرض با

tanα =
−h
L
α.

نقطه�ی بی�نهایت در y = −h

L
x خط و y = tan x ͳمنحن این�که به توجه با

α۱ < α۲ < α۳ < · · ·

مسأله ویژه�ی توابع و مقادیر این�رو از .λn =
αn

L
بنابراین و αn = λnL داریم راببینید)، ١ (ش΋ل م�ͳکنند قط΄ را ی΋دیΎر

از عبارتند

σn = λ۲
n =

(αn

L

)۲

, yn = sin
αn

L
x, , n = ۱,۲,۳, . . . . �

بیابید. را زیر اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر .٢۵ مثال
y′′ + y′ + σy = ۰, ۰ < x < π

y(۰) = ۰

y(π) = ۰.

است عبارت م�ͳآید) دست به y(x) = erx فرض با (که y′′ + y′ + σy = ۰ دیفرانسیل معادله شاخص معادله چون حل
پس ،r۲ + r + σ = ۰ از

r =
−۱ ±

√
۱ − ۴σ

۲

.۱ − ۴σ > ۰ و ،۱ − ۴σ < ۰ ،۱ − ۴σ = ۰ بΎیریم: نظر در حالت سه باید نتیجه در و

از است عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = −۱

۲
داریم حالت این در :σ =

۱

۴
ͳیعن ،۱ − ۴σ = ۰ اول: حالت

y(x) = c۱e
−x/۲ + c۲xe

−x/۲.
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اشتورم-لیوویل مسائل ٢٨

م�ͳدهد نتیجه که ،c۲πe−π/۲ = ۰ داریم ،y(π) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲xe
−x/۲ پس ،c۱ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

نیست. ویژه مقدار σ =
۱

۴
پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰

نتیجه در .r۱, r۲ =
−۱

۲
± λ

۲
داریم حالت این در .σ =

۱ − λ۲

۲
و ،σ < ۱

۴ ͳیعن ،۱ − ۴σ = λ۲ > ۰ دوم: حالت

از است عبارت معادله ͳعموم جواب

y(x) = c۱e
r۱x + c۲e

r۲x.

نتیجه در و c۱ = c۲ = ۰ پس .c۱er۱π + c۲e
r۲π = ۰ داریم ،y(π) = ۰ چون و ،c۱ + c۲ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

نیست. ویژه مقدار σ < ۱
۴ پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰

نتیجه در .r۱, r۲ =
−۱

۲
± iλ

۲
داریم حالت این در .σ =

۱ + λ۲

۲
و ،σ > ۱

۴ ͳیعن ،۱ − ۴σ = −λ۲ < ۰ دوم: حالت

از است عبارت معادله ͳعموم جواب

y(x) = c۱e
−x/۲ cos

λ

۲
x+ c۲e

−x/۲ sin
λ

۲
x.

پس .c۲e−π/۲ sin λ
۲π = ۰ داریم ،y(π) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲e

−x/۲ sin λ
۲xپس ،c۱ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

را c۲ م�ͳتوان آن�گاه ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λ = ۲n اگر پس .λ = ۲n آن�گاه ،sin λ
۲π = ۰ اگر .sin λ

۲π = ۰ یا c۲ = ۰

از عبارتند ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λn = ۲n متناظر جواب�های بنابراین یافت. را مسأله از ͳنابدیه جواب�های و گرفت ناصفر

از عبارتند مسأله ویژه�ی توابع و مقادیر این�رو از .c۲e−x/۲ sinnx

σn =
۱ + λ۲

n

۲
=

۱ + ۴n۲

۲
, yn(x) = e−x/۲ sinnx. �
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ͳمتناه حالت در همΎن ͳمشتقاتجزئ با معادلات ،۵ و ۴ فصل�های از ͳقسمت خلاصه

١٣٩٣ تیرماه ٢۴ پنجم جلسه�

مهم: جزیی مشتقات با (همΎن) معادلات ͳبرخ

uxx = a۲ut بعدی Έی گرمای معادله

uxx + uyy = a۲ut بعدی دو گرمای معادله

uxx = a۲utt بعدی Έی موج معادله

uxx + uyy = ۰ لاپلاس) (معادله زمان از مستقل بعدی دو گرمای معادله

فرض است. u = u(x, y) ،u = u(x, t) ،u = u(x, y, t) ،u = u(x, t) تابع ترتیب، به بالا، معادله�های در مجهول تابع

و a۱, c۱ = −∞ حالت�های ،c۱ < y < d۱ ،a۱ < x < b۱ است)، زمان نشان�دهنده�ی t (پارامتر t ≥ ۰ م�ͳکنیم

هرمتغیر برای شرط�ها تعداد داریم. نیاز شرط تعدادی به معادله از u تابع تعیین برای هستند. ام΋ان�پذیر نیز b۱, d۱ = +∞

داریم. x متناظر شرط دو و t متناظر شرط Έی بعدی Έی گرمای معادله��ی در مثلا̈ است. متغیر� هر به نسبت مشتق مرتبه�ی برابر

استفاده متغیرها جداسازی روش از معادله حل برای م�ͳنامیم. مرزی شرایط را x متناظر شرایط و اولیه شرایط را t متناظر شرایط

باشند. همΎن مرزی، شرایط و معادله که است لازم روش این از استفاده برای م�ͳکنیم.

گرفت. نظر در (r, θ) از ͳتابع عنوان به را u م�ͳتوان y = r sin θ و x = r cos θ دادن قرار با آن�گاه ،u = u(x, y) اگر

مختصات در لاپلاس معادله�ی بنابراین .uxx+uyy = urr+
۱
r
ur+

۱
r۲uθθ که داد نشان م�ͳتوان زنجیری قاعده�ی از استفاده با

از است عبارت قطبی

▽۲u = urr +
۱

r
ur +

۱

r۲
uθθ = ۰.

مثال چند

م�ͳکنیم. تشریح را متغیر�ها جداسازی روش بعد مثال�های در

کنید حل را زیر مرزی شرایط با معادله .٢۶ مثال

ut = a۲uxx, ۰ < x < π, t > ۰ (٢)

u(۰, t) = ۰ (٣)

u(π, t) = ۰ (۴)

u(x, ۰) = f(x) (۵)

u(x, t) = ۰ که است ΀واض بیابیم. را م�ͳکند صدق (۴)-(٣) مرزی شرایط در که (٢) معادله�ی جواب م�ͳخواهیم ابتدا حل
جواب�هایی ابتدا ͳنابدیه جواب�های یافتن برای گوییم. ͳبدیه جواب آن�را که م�ͳکند، صدق مرزی شرایط در هم و معادله در هم

م�ͳدهیم قرار ͳیعن م�ͳیابیم، را t و x حسب بر تابع دو حاصل�ضرب صورت به

u(x, t) = X(x)T (t).

٢٩
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(ͳمتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ٣٠

داریم

ut(x, t) = X(x)T ′(t), uxx(x, t) = X ′′(x)T (t)

نتیجه در و

X(x)T ′(t) = a۲X ′′(x)T (t).

این�رو از
T ′

a۲T
=
X ′′

X
.

ͳیعن باشد، ثابت مقداری باید پس است، x حسب بر ͳتابع آن راست طرف و t حسب بر ͳتابع بالا رابطه�ی چپ سمت چون
T ′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ.

م�ͳدهد نتیجه که

X ′′ + σX = ۰, T ′ = −a۲σT.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X(۰)T (t) = ۰ داریم ،u(۰, t) = ۰ چون اکنون

X(۰) = ۰.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X(π)T (t) = ۰ داریم ،u(π, t) = ۰ چون دیΎر طرف از

X(π) = ۰.

داریم X(x) برای زیر صورت به مسأله Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < π

X(۰) = ۰

X(π) = ۰

(۶)

جواب آن�ها ازای به که σ مقادیر و ͳبدیه غیر جواب�های باید است. مقدارمرزی) (مسأله�ی اشتورم-لیوویل مسأله�ی Έی که

مسأله�ی ویژه توابع و مقادیر که دیدیم ٢١ مثال در بیابیم. را مسأله ویژه�ی مقادیر و توابع ͳیعن کنیم، تعیین را دارد وجود ͳنابدیه

از عبارتند (۶)

σn = λ۲
n = n۲, Xn(x) = sinnx, n = ۱,۲,۳, . . . .

Tn(t) = داریم σ = λ۲ = n۲ ویژه�ی مقدار متناظر ،T ′ = −a۲σT چون م�ͳیابیم. را T (t) متناظر جواب�های اکنون

u(π, t) = و u(۰, t) = مرزی۰ شرایط در که ut(x, t) = a۲uxx(x, t)معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در .e−a۲n۲t

از عبارتند م�ͳکند صدق ۰

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = e−a۲n۲t sinnx, n = ۱,۲,۳, . . . .

همه�ی ͳخط ترکیب م�ͳکند، صدق (۴) و (٣) مرزی شرایط در که (٢) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

از است عبارت و است، صربی حاصل جواب�های

u(x, t) =
∞∑
n=۱

BnXn(x)Tn(t) =
∞∑
n=۱

Bne
−a۲n۲t sinnx.
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٣١ (ͳمتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را Bn مجهول ضرایب (۵) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

Bn sinnx

ͳیعن است، f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب همان Bn نتیجه در و

Bn =
۲

π

∫ π

۰

f(x) sinnx dx.

� م�ͳآید. دست به مسأله جواب نتیجه در و Bn ضرایب f(x) بودن مشخص با

کنید حل را زیر مرزی شرایط با معادله .٢٧ مثال

ut = a۲uxx, ۰ < x < π, t > ۰ (٧)

ux(۰, t) = ۰ (٨)

ux(π, t) = ۰ (٩)

u(x, ۰) = f(x) (١٠)

م�ͳدهیم قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (٩)-(٨) مرزی شرایط در که (٧) معادله�ی جواب ابتدا حل
u(x, t) = X(x)T (t).

داریم

ut(x, t) = X(x)T ′(t), uxx(x, t) = X ′′(x)T (t)

نتیجه در و

X(x)T ′(t) = a۲X ′′(x)T (t).

این�رو از
T ′

a۲T
=
X ′′

X
.

ͳیعن باشد، ثابت مقداری باید پس است، x حسب بر ͳتابع آن راست طرف و t حسب بر ͳتابع بالا رابطه�ی چپ سمت چون
T ′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ.

م�ͳدهد نتیجه که

X ′′ + σX = ۰, T ′ = −a۲σT.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X ′(۰)T (t) = ۰ داریم ،ux(۰, t) = ۰ چون اکنون

X ′(۰) = ۰.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X ′(π)T (t) = ۰ داریم ،ux(π, t) = ۰ چون دیΎر طرف از

X ′(π) = ۰.
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داریم X(x) برای زیر صورت به مرزی مقدار مسأله Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < π

X ′(۰) = ۰

X ′(π) = ۰.

(١١)

از عبارتند (١١) مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر که دیدیم ٢۵ مثال در

σ۰ = λ۰ = ۰, X۰(x) = ۱

σn = λ۲
n = n۲, Xn(x) = cosnx, n = ۱,۲,۳, . . .

متناظر و T۰(t)؛ = ۱ داریم σ = ۰ متناظر ،T ′ = −a۲σT داریم چون م�ͳیابیم. را T (t) متناظر جواب�های اکنون

مرزی شرایط در که ut = a۲uxx معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در .Tn(t) = e−a۲n۲t داریم σ = λ۲ = n۲

از عبارتند م�ͳکند صدق ux(π, t) = ۰ و ux(۰, t) = ۰

u۰(x, t) = X۰(x)T۰(t) = ۱

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = e−a۲n۲t cosnx, n = ۱,۲,۳, . . . .

و ux(۰, t) = ۰ مرزی شرایط در که ut(x, t) = a۲uxx(x, t) دیفرانسیل معادله (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

از است عبارت م�ͳکند صدق ux(π, t) = ۰

u(x, t) = A۰ +
∞∑
n=۱

AnXn(x)Tn(t)

= A۰ +
∞∑
n=۱

Ane
−a۲n۲t cosnx.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب u(x, ۰) = f(x) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) = A۰ +
∞∑
n=۱

An cosnx

بنابراین م�ͳآیند. دست به f(x) ͳکسینوس فوریه�ی سری از استفاده با ضرایب نتیجه در و

A۰ =
۱

π

∫ π

۰

f(x) dx, An =
۲

π

∫ π

۰

f(x) cosnx dx.

� م�ͳآید. دست به مسأله جواب نتیجه در و An ضرایب f(x) بودن مشخص با

کنید حل را زیر مرزی شرایط با موج معادله .٢٨ مثال

utt = a۲uxx, ۰ < x < π, t > ۰ (١٢)

u(۰, t) = ۰ (١٣)

u(π, t) = ۰ (١۴)

u(x, ۰) = f(x) (١۵)

ut(x, ۰) = g(x) (١۶)
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٣٣ (ͳمتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

یافتن برای بیابیم. را م�ͳکنند صدق (١۴) و (١٣) مرزی شرایط در که (١٢) معادله�ی جواب م�ͳخواهیم ابتدا حل
م�ͳدهیم قرار ͳیعن م�ͳیابیم، را t و x حسب بر تابع دو حاصل�ضرب صورت به جواب�هایی ابتدا ͳنابدیه جواب�های

u(x, t) = X(x)T (t).

داریم

utt(x, t) = X(t)T ′′(t), uxx(x, t) = X ′′(x)T (t)

نتیجه در و

X(x)T ′′(t) = a۲X ′′(x)T (t).

این�رو از
T ′′

a۲T
=
X ′′

X
.

ͳیعن باشد، ثابت مقداری باید پس است، x حسب بر ͳتابع آن چپ طرف و t حسب بر ͳتابع بالا رابطه�ی چپ سمت چون
T ′′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ.

م�ͳدهد نتیجه که

X ′′ + σX = ۰, T ′′ + a۲σT = ۰.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X(۰)T (t) = ۰ داریم ،u(۰, t) = ۰ چون اکنون

X(۰) = ۰.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X(π)T (t) = ۰ داریم ،u(π, t) = ۰ چون دیΎر طرف از

X(π) = ۰.

داریم X(x) برای زیر صورت به مسأله Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < π

X(۰) = ۰

X(π) = ۰

(١٧)

از عبارتند (١٧) مسأله�ی ویژه توابع و مقادیر

σn = λ۲
n = n۲, Xn(x) = sinnx, n = ۱,۲,۳, . . . .

داریم σ = λ۲ = n۲ متناظر ،T ′′ + a۲σT = ۰ داریم چون م�ͳآوریم. دست به را T (t) متناظر جواب�های اکنون

Tn(t) = An cos ant+Bn sin ant.

صدق u(π, t) = ۰ و u(۰, t) = ۰ مرزی شرایط در که utt(x, t) = a۲uxx(x, t) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در

از عبارتند م�ͳکند

un(x, t) = Xn(x)Tn(t)

= (An cos ant+Bn sin ant) sinnx, n = ۱,۲,۳, . . . .
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u=0 u=0

u=0

u= f

x

y

مستطیل Έی روی لاپلاس معادله�ی :٢ ش΋ل

از است عبارت م�ͳکند صدق (١۴) و (١٣) مرزی شرایط در که (١٢) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, t) =
∞∑
n=۱

(An cos ant+Bn sin ant) sinnx.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (١۶) و (١۵) اولیه�ی شرایط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

An sinnx.

ͳیعن است، f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب An نتیجه در و

An =
۲

π

∫ π

۰

f(x) sinnx dx.

داریم چون آن بر علاوه

g(x) = ut(x, ۰) =
∞∑
n=۱

anBn sinnx.

ͳیعن است، g(x) ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب anBn نتیجه در و

Bn =
۲

anπ

∫ π

۰

g(x) sinnx dx. �

ببینید.) را ٢ (ش΋ل کنید. حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله .٢٩ مثال

uxx + uyy = ۰, ۰ < x < a, ۰ < y < b (١٨)

u(۰, y) = ۰ (١٩)

u(a, y) = ۰ (٢٠)

u(x, ۰) = ۰ (٢١)

u(x, b) = f(x) (٢٢)

م�ͳدهیم قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (٢١)-(١٩) مرزی شرایط در که (١٨) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
داریم نیست، صفر با متحد Y (y) چون و X(۰)Y (y) = ۰ داریم ،u(۰, y) = ۰ چون .u(x, y) = X(x)Y (y)

X(۰) = ۰.

داریم صورت همین به

X(a) = ۰, Y (۰) = ۰.
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داشت خواهیم معادله در دادن قرار با ،uyy(x, y) = X(y)Y ′′(y) و uxx(x, y) = X ′′(x)Y (y) چون اکنون

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = ۰.

این�رو از
X ′′

X
= −Y

′′

Y
= −σ,

نتیجه در است. ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ + σX = ۰, Y ′′ − σY = ۰.

داریم X(x) برای زیر صورت به مرزی مقدار مسأله�ی Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < a

X(۰) = ۰

X(a) = ۰

(٢٣)

از عبارتند (٢٣) مسأله�ی ویژه توابع و مقادیر

σn = λ۲
n =

(nπ
a

)۲

, Xn(x) = sin
nπx

a
, n = ۱,۲,۳, . . . .

از است عبارت Y ′′ − σY = ۰ ͳعموم جواب م�ͳیابیم. را Y (y) متناظر جواب�های اکنون

Y (y) = c۱ coshλy + c۲ sinhλy.

از است عبارت σn = λ۲
n =

(nπ
a

)۲

متناظر جواب این�رو از .Y (y) = c۲ sinhλx داریم Y (۰) = ۰ چون

Yn(y) = sinhλny.

از عبارتند م�ͳکند صدق (٢١)-(١٩) مرزی شرایط در که (١٨) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در

un(x, y) = Xn(x)Yn(y) = sin
nπx

a
sinh

nπy

a
, n = ۱,۲,۳, . . . .

از است عبارت م�ͳکند صدق (٢١)-(١٩) مرزی شرایط در که (١٨) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, y) =
∞∑
n=۱

Bn sin
nπx

a
sinh

nπy

a
.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (٢٢) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, b) =
∞∑
n=۱

Bn sin
nπx

a
sinh

nπb

a

داریم ،f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری از استفاده با

sinh
nπb

a
Bn =

۲

a

∫ a

۰

f(x) sin
nπx

a
dx.

� م�ͳآید. دست به مسأله جواب نتیجه در و Bn ضرایب f(x) بودن مشخص با
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ͳنامتناه حالت در همΎن ͳمشتقاتجزئ با معادلات ،۵ و ۴ فصل�های از ͳقسمت

١٣٩٣ تیرماه ٢٩ ششم جلسه�

تابع بودن کراندار شرط شود گرفته نظر در باید که ͳنΎهم مرزی شرط باشد، ͳنامتناه ͳبررس مورد فاصله�ی که ͳحالت در

م�ͳکنیم. تشریح را مطلب این بعد مثال�های در است. u مجهول

کنید حل را زیر مرزی شرایط با معادله (ͳنامتناه میله�ی برای گرما (معادله�ی .٣٠ مثال

ut = a۲uxx, −∞ < x < +∞ t > ۰ (٢۴)

x→ ±∞ ͳوقت کران�دار u(x, t) (٢۵)

u(x, ۰) = f(x) (٢۶)

م�ͳدهیم قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (٢۵) مرزی شرایط در که (٢۴) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
معادله در جای�گذاری با و uxx(x, t) = X ′′(x)T (t) و ut(x, t) = X(t)T ′(t) صورت این در .u(x, t) = X(x)T (t)

داشت خواهیم
T ′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ,

داریم این�رو از است. ثابت مقدار σ آن در که

X ′′ + σX = ۰, T ′ = −a۲σT.

مقدار مسأله�ی Έی این�رو از است کران�دار X(x) ،x → ±∞ پس است، کران�دار u(x, t) ،x → ±∞ ͳوقت چون اکنون

داریم X(x) برای زیر صورت به مرزی X ′′ + σX = ۰, −∞ < x < +∞

x→ ±∞ ͳوقت ͳمتناه X(x)
(٢٧)

م�ͳگیریم نظر در σ برای حالت دو بالا مسأله ͳغیربدیه جواب�های یافتن برای

م�ͳآید در زیر صورت به (٢٧) مسأله�ی حالت این در .λ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ اول: حالت X ′′ − λ۲X = ۰, −∞ < x < +∞

x→ ±∞ ͳوقت ͳمتناه X(x)

از است عبارت X ′′ − λ۲X = ۰ معادله�ی ͳعموم جواب

X(x) = c۱e
λx + c۲e

−λx.

چون .X(x) = c۲e
−λx نتیجه در و c۱ = ۰ داریم است، کران�دار ،x → +∞ ͳوقت ، X(x) و lim

x→+∞
eλx = +∞ چون

فقط حالت این در و X(x) = ۰ این�رو از .c۲ = ۰ داریم است کران�دار ،x→ −∞ ͳوقت ، X(x) و lim
x→−∞

e−λx = +∞

داریم. ͳبدیه جواب

م�ͳآید در زیر صورت به (٢٧) مسأله�ی حالت این در .λ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ دوم: حالت X ′′ + λ۲X = ۰, −∞ < x < +∞

x→ ±∞ ͳوقت ͳمتناهX(x)

٣۶
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٣٧ (ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

از است عبارت X ′′ + λ۲X = ۰ معادله�ی ͳعموم جواب

X(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.

به پس است، کران�دار x → ±∞ ͳوقت X(x) = c۱ cosλx + c۲ sinλx تایع ،| cosλx| ≤ ۱ و | sinλx| ≤ ۱ چون

جواب�های اکنون است. (٢٧) مسأله�ی از ͳبدیه غیر جواب Έی Xλ(x) = Aλ cosλx + Bλ sinλx جواب λ هر ازای

حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در .Tλ(t) = e−a۲λ۲t داریم σ = λ۲ متناظر ،T ′ = −a۲σT چون م�ͳیابیم. را T (t) متناظر

از عبارتند م�ͳکند صدق (٢۵) مرزی شرایط در که (٢۴) معادله�ی

uλ(x, t) = Xλ(x)Tλ(t)

= e−a۲λ۲t(Aλ cosλx+Bλ sinλx), λ > ۰.

از است عبارت م�ͳکند صدق (٢۵) مرزی شرایط در که (٢۴) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, t) =

∫ +∞

۰

e−a۲λ۲t(Aλ cosλx+Bλ sinλx) dλ.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (٢۶) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =

∫ +∞

۰

(Aλ cosλx+Bλ sinλx) dλ

م�ͳیابیم: را ضرایب f(x) فوریه انتگرال از استفاده با نتیجه در و

Aλ =
۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) cosλx dx, Bλ =

۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) sinλx dx.

� م�ͳآید. دست به مسأله جواب نتیجه در و Bλ؛ و Aλ ضرایب f(x) بودن مشخص با

کنید حل را زیر مرزی شرایط با معادله (ͳمتناه نیمه گرمای (معادله�ی .٣١ مثال

ut = a۲uxx, ۰ < x < +∞, t > ۰ (٢٨)

u(۰, t) = ۰ (٢٩)

x→ +∞ ͳوقت کران�دار u(x, t) (٣٠)

u(x, ۰) = f(x) (٣١)

م�ͳآوریم. دست را م�ͳکند صدق (٣٠)-(٢٩) مرزی شرایط در که (٢٨) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
با و uxx(x, t) = X ′′(x)T (t) و ut(x, t) = X(t)T ′(t) داریم صورت این در .u(x, t) = X(x)T (t) م�ͳدهیم قرار

داشت خواهیم معادله در جای�گذاری
T ′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ,

داریم این�رو از است. ثابت مقدار σ آن در که

X ′′ + σX = ۰, T ′ = −a۲σT.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X(۰)T (t) = ۰ داریم ،u(۰, t) = ۰ چون اکنون

X(۰) = ۰.
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(ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ٣٨

مسأله�ی Έی این�رو از است کران�دار X(x) ،x → +∞ پس است، کران�دار u(x, t) ،x → +∞ ͳوقت چون دیΎر طرف از

داریم X(x) برای زیر صورت به مرزی مقدار
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < +∞

X(۰) = ۰

x→ +∞ ͳوقت ͳمتناه X(x)

(٣٢)

م�ͳگیریم نظر در σ برای حالت دو بالا مسأله ͳغیربدیه جواب�های یافتن برای

م�ͳآید در زیر صورت به (٣٢) مسأله�ی حالت این در .λ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ اول: حالت
X ′′ − λ۲X = ۰, ۰ < x < +∞

X(۰) = ۰

x→ +∞ ͳوقت ͳمتناه X(x)

از است عبارت X ′′ − λ۲X = ۰ معادله�ی ͳعموم جواب

X(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

است، کران�دار ،x→ +∞ که �ͳوقت ،X(x) چون اکنون .X(x) = c۲ sinhλx نتیجه در و c۱ = ۰ داریم X(۰) = ۰ چون

داریم. ͳبدیه جواب فقط حالت این در و X(x) = ۰ این�رو از . lim
x→+∞

sinhλx = +∞ زیرا ،c۲ = ۰ داریم

م�ͳآید در زیر صورت به (٣٢) مسأله�ی حالت این در .λ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ دوم: حالت
X ′′ + λ۲X = ۰, ۰ < x < +∞

X(۰) = ۰

x→ +∞ ͳوقت ͳمتناه X(x)

از است عبارت X ′′ + λ۲X = ۰ معادله�ی ͳعموم جواب

X(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.

است، کران�دار x → +∞ ͳوقت X(x) چون اکنون .X(x) = c۲ sinλx داریم نتیجه در و c۱ = ۰ داریم X(۰) = ۰ چون

را T (t) متناظر جواب�های اکنون است. (٣٢) مسأله�ی از ͳبدیه غیر Xλ(x)یΈجواب = sinλxجواب λ هر ازای به پس

(٢٨) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در .Tλ(t) = e−a۲λ۲t داریم σ = λ۲ متناظر ،T ′ = −a۲σT چون م�ͳیابیم.

از عبارتند م�ͳکند صدق (٣٠) و (٢٩) مرزی شرایط در که

uλ(x, t) = Xλ(x)Tλ(t)

= e−a۲λ۲t sinλx, λ > ۰.

از است عبارت م�ͳکند صدق (٣٠) و (٢٩) مرزی شرایط در که (٢٨) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, t) =

∫ +∞

۰

BλXλ(x)Tλ(t) dλ

=

∫ +∞

۰

Bλe
−a۲λ۲t sinλx dλ.

Page 39

www.bjozve.ir


@jozve_iut

٣٩ (ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را Bλ مجهول ضرایب (٣١) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =

∫ +∞

۰

Bλ sinλx dλ

ͳیعن است، f(x) ͳسینوس فوریه�ی انتگرال ضریب Bλ نتیجه در و

Bλ =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) sinλx dx.

بنابراین

u(x, t) =
۲

π

∫ +∞

۰

[∫ +∞

۰

f(z)e−a۲λ۲t sinλz sinλx dz

]
dλ.

� م�ͳآید. دست به مسأله جواب نتیجه در و Bλ ضرایب f(x) بودن مشخص با

کنید حل را شده داده مرزی شرایط با ͳمتناه نیمه موج معادله .٣٢ مثال

utt = a۲uxx, ۰ < x < +∞ t > ۰ (٣٣)

ux(۰, t) = ۰ (٣۴)

x→ +∞ که ͳوقت ͳمتناه u(x, t) (٣۵)

u(x, ۰) = f(x) (٣۶)

ut(x, ۰) = g(x) (٣٧)

یافتن برای بیابیم. را م�ͳکند صدق (٣۵)-(٣۴) مرزی شرایط در که را (٣٣) معادله�ی جواب م�ͳخواهیم ابتدا حل
م�ͳدهیم قرار ͳیعن م�ͳیابیم، را t و x حسب بر تابع دو حاصل�ضرب صورت به جواب�هایی ابتدا مسأله ͳنابدیه جواب�های

نتیجه در و uxx(x, t) = X ′′(x)T (t) و utt(x, t) = X(t)T ′′(t) داشت خواهیم صورت این در .u(x, t) = X(x)T (t)

این�رو از .X(x)T ′′(t) = a۲X ′′(x)T (t)
T ′′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ,

نتیجه در است. ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ + σX = ۰, T ′′ + a۲σT = ۰.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X ′(۰)T (t) = ۰ داریم ،ux(۰, t) = ۰ چون اکنون

X ′(۰) = ۰.

است. ͳمتناه X(x) تابع x→ +∞ ͳوقت است، ͳمتناه u(x, t) = X(x)T (t) تابع ،x→ +∞ ͳوقت چون دیΎر طرف از

داریم X(x) برای زیر صورت به مسأله Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < +∞

X ′(۰) = ۰

x→ +∞ که ͳوقت ͳمتناه X(x)

(٣٨)

داریم. را Xλ(x) = cosλx جواب λ > ۰ هر ازای به و σ = λ۲ که دید م�ͳتوان ͳنامتناه گرمای معادله�ی مثال�های مانند

Tλ(t) = Aλ cos aλt + داریم σ = λ۲ متناظر ،T ′′ + a۲λ۲T = ۰ چون م�ͳیابیم. را T (t) متناظر جواب�های اکنون
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(ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۴٠

و u(۰, t) = ۰ مرزی شرایط در که utt(x, t) = a۲uxx(x, t) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در .Bλ sin aλt

از عبارتند م�ͳکند صدق x→ +∞ ͳوقت ͳمتناه u(x, t)

uλ(x, t) = Xλ(x)Tλ(t) = (Aλ cos aλt+Bλ sin aλt) cosλx, ∀λ > ۰.

از است عبارت م�ͳکند صدق (٣۵) و (٣۴) مرزی شرایط در که (٣٣) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, t) =

∫ +∞

۰

(Aλ cos aλt+Bλ sin aλt) sinλx dλ.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (٣٧) و (٣۶) اولیه�ی شرایط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =

∫ +∞

۰

Aλ cosλx dx.

ͳیعن است، f(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال ضریب Aλ نتیجه در و

Aλ =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) cosλx dx.

داریم چون آن بر علاوه

g(x) = ut(x, ۰) =

∫ +∞

۰

aλBλ cosλx dx.

ͳیعن است، g(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال ضریب λBλ نتیجه در و

Bλ =
۲

aλπ

∫ +∞

۰

g(x) cosλx dλ. �

کنید حل را شده داده مرزی شرایط با ͳمتناه نیمه موج معادله .٣٣ مثال

utt = a۲uxx, ۰ < x < +∞, t > ۰ (٣٩)

u(۰, t) = ۰, t > ۰ (۴٠)

u(x, ۰) = f(x), ۰ < x < +∞ (۴١)

ut(x, ۰) = g(x), ۰ < x < +∞ (۴٢)

x→ +∞ ͳوقت کراندار u(x, t)

داشت خواهیم معمول مطابق معادله، در دادن قرار با .u(x, t) = X(x)T (t) م�ͳدهیم قرار حل
X ′′

X
=
T ′′

aT
= −σ,

نتیجه در و است، ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ + σX = ۰ (۴٣)

T ′′ + a۲σT = ۰ (۴۴)

این�رو از .σ = λ۲ > ۰ بنابراین م�ͳشود. رد σ < ۰ حالت ،X(x) کرانداری و X(۰) = ۰ مرزی شرط به توجه با

X(x) = A cosλx+B sinλx.
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۴١ (ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

جواب Έی ،λ > ۰ هر ازای به پس .A = ۰ داریم X(۰) = ۰ چون

Xλ(x) = sinλx

از عبارتند (۴۴) جواب�های σ = λ۲ ازای به داریم. (۴٣) از

Tλ(t) = Aλ cos aλt+Bλ sin aλt, λ > ۰.

م�ͳیابیم را (۴٠)-(٣٩) مسأله�ی جواب حاصل�ضربی جواب�های از گرفتن انتگرال با هستند، پیوسته صورت به λ مقادیر چون

u(x, t) =

∫ +∞

۰

(Aλ cos aλt+Bλ sin aλt) sinλx dλ.

م�ͳیابیم را B(λ) و A(λ) ضرایب (۴٢) و (۴١) از استفاده با

f(x) = u(x, ۰) =

∫ +∞

۰

Aλ sinλx dλ

g(x) = ut(x, ۰) =

∫ ∞

۰

aλBλ sinλx dλ.

از عبارتند B(λ) و A(λ) ضرایب ،g و f ͳسینوس فوریه�ی انتگرال از استفاده با بنابراین

Aλ =
۲

π

∫ +∞

۰

f(z) sinλz dz

Bλ =
۲

πaλ

∫ +∞

۰

g(z) sinλz dz. �

کنید حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله .٣۴ مثال

uxx + uyy = ۰, ۰ < x < a, ۰ < y < b (۴۵)

u(۰, y) = f(y) (۴۶)

u(a, y) = g(y) (۴٧)

uy(x, ۰) = ۰ (۴٨)

uy(x, b) = ۰ (۴٩)

م�ͳدهیم قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (۴٩)-(۴٨) مرزی شرایط در که (۴۵) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
بنابراین و X(x)Y ′(۰) = ۰ داریم ،uy(x, ۰) = ۰ چون .u(x, y) = X(x)Y (y)

Y ′(۰) = ۰.

داریم صورت همین به

Y ′(b) = ۰.

داشت خواهیم معادله در دادن قرار با ،uyy(x, y) = X(y)Y ′′(y) و uxx(x, y) = X ′′(x)Y (y) چون اکنون
X ′′

X
= −Y

′′

Y
= σ,
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(ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۴٢

نتیجه در است. ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ − σX = ۰, Y ′′ + σY = ۰.

داریم Y (y) برای زیر صورت به مرزی مقدار مسأله�ی Έی این�رو از
Y ′′ + σY = ۰, ۰ < y < b

Y ′(۰) = ۰

Y ′(b) = ۰

(۵٠)

از عبارتند (۵٠) مسأله�ی ویژه توابع و مقادیر

σ۰ = λ۰ = ۰, Y۰(y) = ۱

σn = λ۲
n =

(nπ
b

)۲

, Yn(y) = cos
nπy

b
, n = ۱,۲,۳, . . . .

از است عبارت X ′′ = ۰ ͳعموم جواب σ = ۰ برای م�ͳیابیم. را X(x) متناظر جواب�های اکنون

X۰(x) = A۰ +B۰x.

از است عبارت X ′′ − λ۲X = ۰ ͳعموم جواب σn = λ۲
n =

(nπ
b

)۲

برای

Xn(x) = An coshλnx+Bn sinhλnx.

از عبارتند م�ͳکند صدق (٢٢) و (٢١) مرزی شرایط در که (۴۵) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در

u۰(x, y) = X۰(x)Y۰(y) = A۰ +B۰x

un(x, y)=Xn(x)Yn(y)=(An coshλnx+Bn sinhλnx) cosλny, n = ۱,۲, . . . .

از است عبارت م�ͳکند صدق (۴٩) و (۴٨) مرزی شرایط در که (۴۵) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, y) = A۰ +B۰x+
∞∑
n=۱

(An coshλnx+Bn sinhλnx) cos
nπy

b
.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (۴٧) و (۴۶) اولیه�ی شرایط از استفاده با اکنون

f(y) = u(۰, y) = A۰ +
∞∑
n=۱

An cos
nπy

b
.

داریم f(y) ͳکسینوس فوریه�ی سری از استفاده با

A۰ =
۱

b

∫ b

۰

f(y) dy, An =
۲

b

∫ b

۰

f(y) cosλny dy.

داریم چون صورت همین به

g(y) = u(a, y) = A۰ +B۰a+
∞∑
n=۱

(An coshλna+Bn sinhλna) cosλny

م�ͳآوریم دست به g(y) ͳکسینوس فوریه�ی سری از استفاده با

A۰ +B۰a =
۱

b

∫ b

۰

g(y) dy,

An coshλna+Bn sinhλna =
۲

b

∫ b

۰

g(y) cosλny dy
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۴٣ (ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

بنابراین و

B۰ = −۱

a
A۰ +

۱

ab

∫ b

۰

g(y) dy,

Bn = −An
coshλna

sinhλna
+

۲

b sinhλna

∫ b

۰

g(y) cosλny dy. �

کنید حل را شده داده شرایط با لاپلاس معادله .٣۵ مثال

uxx + uyy = ۰, ۰ < x < a, y > ۰ (۵١)

u(۰, y) = ۰ (۵٢)

u(a, y) = ۰ (۵٣)

y → +∞ ͳوقت کران�دار u(x, y) (۵۴)

u(x, ۰) = f(x) (۵۵)

م�ͳدهیم قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (۵۴)-(۵٢) شرایط در که (۵١) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
نتیجه در و X(۰)Y (y) = ۰ داریم ،u(۰, y) = ۰ چون .u(x, y) = X(x)Y (y)

X(۰) = ۰.

داریم صورت همین به

X(a) = ۰, y −→ +∞ ͳوقت کران�دار Y (y).

داشت خواهیم معادله در دادن قرار با ،uyy(x, y) = X(x)Y ′′(y) و uxx(x, y) = X ′′(x)Y (y) چون اکنون

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = ۰.

این�رو از
X ′′

X
= −Y

′′

Y
= −σ,

بنابراین است. ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ + σX = ۰, Y ′′ − σY = ۰.

داریم X(x) برای زیر صورت به مرزی مقدار مسأله�ی Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < a

X(۰) = ۰

X(a) = ۰

(۵۶)

از عبارتند (۵۶) مسأله�ی ویژه توابع و مقادیر

σn = λ۲
n =

(nπ
a

)۲

, Xn(x) = sin
nπx

a
, n = ۱,۲,۳, . . . .

از است عبارت Y ′′ − λ۲Y = ۰ ͳعموم جواب م�ͳیابیم. را Y (y) متناظر جواب�های اکنون

Y (y) = c۱e
λy + c۲e

−λy.

Page 44

www.bjozve.ir


@jozve_iut

(ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۴۴

در و Yn(y) = e−λny پس .Y (y) = c۲e
−λy داریم ، lim

y→+∞
eλy = +∞ و است ͳمتناه Y (y) ،y −→ ∞ ͳوقت چون

از عبارتند م�ͳکنند صدق (۵۴)-(۵٢) شرایط در که (۵١) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه

un(x, y) = Xn(x)Yn(y) = e−λny sin
nπx

a
, n = ۱,۲,۳, . . . .

از است عبارت م�ͳکند صدق (۵۴)-(۵٢) مرزی شرایط در که (۵١) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, y) =
∞∑
n=۱

Ane
−λny sin

nπx

a
.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (۵۵) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

An sin
nπx

a
.

داریم f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری از استفاده با

An =
۲

a

∫ a

۰

f(x) sin
nπx

a
dx

بنابراین و

An =
۲

a

∫ a

۰

f(x) sin
nπx

a
dx. �

کنید حل را شده داده شرایط با لاپلاس معادله .٣۶ مثال

uxx + uyy = ۰, ۰ < x < a, y > ۰ (۵٧)

u(۰, y) = ۰ (۵٨)

u(a, y) = f(y) (۵٩)

u(x, ۰) = ۰ (۶٠)

y → +∞ ͳوقت کران�دار u(x, y) (۶١)

قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (۶١) و (۶٠) ،(۵٨) شرایط در که (۵٧) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
نتیجه در و X(۰)Y (y) = ۰ داریم ،u(۰, y) = ۰ چون .u(x, y) = X(x)Y (y) م�ͳدهیم

X(۰) = ۰.

داریم صورت همین به

Y (۰) = ۰, y → +∞ ͳوقت کران�دار Y (y).

داشت خواهیم معادله در دادن قرار با ،uyy(x, y) = X(y)Y ′′(y) و uxx(x, y) = X ′′(x)Y (y) چون اکنون
X ′′

X
= −Y

′′

Y
= σ,

نتیجه در است. ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ − σX = ۰, Y ′′ + σY = ۰.
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۴۵ (ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

داریم Y (y) برای زیر صورت به مرزی مقدار مسأله�ی Έی این�رو از
Y ′′ + σY = ۰, y > ۰

Y (۰) = ۰

y → +∞ ͳوقت کران�دار Y (y)

(۶٢)

ͳنابدیه جواب دارای (۶٢) مسأله�ی λ > ۰ هر ازای به دید م�ͳتوان ͳسادگ به

Yλ(y) = sinλy

از است عبارت X ′′ − λ۲X = ۰ معادله�ی ͳعموم جواب م�ͳیابیم. را X(x) متناظر جواب�های اکنون است.

X(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

(۵٧) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در Xλ(x)و = sinhλxپس .X(x) = c۲ sinhλx X(۰)داریم = ۰ چون

از عبارتند م�ͳکنند صدق (۶١) و (۶٠) ،(۵٨) شرایط در که

uλ(x, y) = Xλ(x)Yλ(y) = sinhλx sinλy, λ > ۰.

از است عبارت م�ͳکند صدق (۶١) و (۶٠) ،(۵٨) شرایط در که (۵٧) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, y) =

∫ +∞

۰

Bλ sinhλx sinλy dλ.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (۶١) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(y) = u(a, y) =

∫ +∞

۰

Bλ sinhλa sinλy dλ.

داریم f(y) ͳسینوس فوریه�ی انتگرال از استفاده با

Bλ sinhλa =
۲

π

∫ +∞

۰

f(y) sinλy dy

بنابراین و

Bλ =
۲

π sinhλa

∫ +∞

۰

f(y) sinλy dy. �
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مختصاتقطبی لاپلاسدر معادله ،۴ فصل از ͳقسمت

١٣٩٣ تیرماه ٣٠ هفتم جلسه�

بیابید. را است f(θ) آن مرز روی دمای که a شعاع به ش΋ل دایره�ای صفحه�ی Έی زمان از مستقل دمای .٣٧ مثال

x

y

u= f HΘ L

دایره Έی روی لاپلاس معادله�ی :٣ ش΋ل

مسأله�ی باید حل
urr +

۱

r
ur +

۱

r۲
uθθ = ۰, r < a

u(a, θ) = f(θ), −π ≤ θ ≤ π

باشد، تابع u(r, θ) که این برای م�ͳکنند، مشخص را صفحه در نقطه Έی (r, θ+۲nπ) و (r, θ) زوج�های چون کنیم. حل را

باشیم داشته باید

u(r, θ) = u(r, θ + ۲nπ),

فرمول�های با م�ͳتوان را θ به نسبت u بودن تناوبی شرط باشد. تناوبی θ به نسبت باید u ͳیعن
u(r, π) = u(r,−π), ۰ < r < a

uθ(r, π) = uθ(r,−π), ۰ < r < a

م�ͳدهیم قرار متغیرها کردن جدا برای باشد. کران�دار تابع Έی u(r, θ) تابع باید r → ۰+ که ͳوقت آن بر علاوه کرد. بیان نیز

داریم معادله در جای�گذاری با .u(r, θ) = R(r)φ(θ)

R′′φ+
۱

r
R′φ+

۱

r۲
Rφ′′ = ۰.

بنابراین
r۲R′′ + rR′

R
=

−φ′′

φ
.

برابر مثلا ثابت، مقداری باید پس است، r حسب بر ͳتابع آن چپ طرف و θ حسب بر ͳتابع اخیر معادله�ی راست طرف چون

نتیجه در باشد. ،σ
r۲R′′ + rR′

R
=

−φ′′

φ
= σ

۴۶
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۴٧ قطبی مختصات در لاپلاس معادله

داریم و r۲R′′ + rR′ − σR = ۰

φ′′ + σφ = ۰,

باشد، تناوبی θ به نسبت باید φ چون .φ(θ) = c۱ + c۲θ نتیجه در و φ′′ = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

این .r۲R′′ + rR′ = ۰ از است عبارت R حسب بر معادله ،σ = ۰ ازای به اکنون .φ(θ) = c۱ نتیجه در و c۲ = ۰ داریم

داریم باشد، ͳمتناه R(r) باید r → ۰+ ͳوقت چون .R(r) = a۱ +a۲ ln r داریم آن حل با و است اویلر معادله�ی Έی معادله

داریم σ = ۰ ازای به بنابراین .R(r) = a۱

φ۰(θ) = ۱, R۰(r) = ۱.

نتیجه در .φ′′ − λ۲φ = ۰ داریم حالت این در .σ = −λ۲ دوم: حالت

φ(θ) = c۱ coshλθ + c۲ sinhλθ

داریم. ͳبدیه جواب فقط حالت این در رو این از .c۱ = c۲ = ۰ داریم است، تناوبی θ به نسبت φ چون و

نتیجه در .φ′′ + λ۲φ = ۰ داریم حالت این در .σ = λ۲ سوم: حالت

φ(θ) = c۱ cosλθ + c۲ sinλθ

داریم است، تناوبی θ به نسبت φ چون و

λ = n , n = ۱,۲,۳, . . . .

بنابراین

φn(θ) = an cosnθ + bn sinnθ.

اشتورم-لیوویل مسأله�ی واق΄ در
φ′′ + σφ = ۰, −π < θ < π

φ(π) = φ(−π)

φ′(π) = φ′(−π)

r۲R′′ + rR′ − از است عبارت R حسب بر معادله ،σ = n۲ ازای به اکنون شد. ͳبررس نیز ٢٣ مثال در که کردیم، حل را

داریم آن حل با و است اویلر معادله�ی Έی معادله این .n۲R = ۰

R(r) = c۱r
n + c۲r

−n.

نتیجه در و R(r) = c۱r
n داریم باشد، ͳمتناه R(r) باید r → ۰+ ͳوقت چون

Rn(r) = rn.

از عبارتند مسأله حاصل�ضربی جواب�های بنابراین

u۰(r, θ) = R۰(r)φ۰(θ) = ۱

un(r, θ) = (an cosnθ + bn sinnθ)dnr
n, n = ۱,۲ . . . .
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قطبی مختصات در لاپلاس معادله ۴٨

x

y

u= f HΘ L

نیم�دایره Έی خارج لاپلاس معادله�ی :۴ ش΋ل

است: حاصل�ضربی جواب�های ͳخط ترکیب مسأله جواب این�رو از

u(r, θ) = A۰ +
∞∑
n=۱

(An cosnθ +Bn sinnθ)r
n.

داریم u(a, θ) = f(θ) اولیه�ی شرط از استفاده با

f(θ) = u(a, θ)

= A۰ +
∞∑
n=۱

(An cosnθ +Bn sinnθ)a
n.

داریم f(θ) فوریه�ی سری از استفاده با بنابراین

A۰ =
۱

۲π

∫ π

−π

f(θ) dθ, An =
۱

anπ

∫ π

−π

f(θ) cosnθ dθ,

Bn =
۱

anπ

∫ π

−π

f(θ) sinnθ dθ. �

ببینید.) را ۴ (ش΋ل کنید. حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله�ی .٣٨ مثال

∂۲u

∂r۲
+

۱

r

∂u

∂r
+

۱

r۲

∂۲u

∂θ۲
= ۰, r > a, ۰ < θ < π

u(r, ۰) = ۰

u(r, π) = ۰

u(a, θ) = f(θ).

جای�گذاری با .u(r, θ) = R(r)φ(θ) م�ͳدهیم قرار است. کران�دار r > a برای u(r, θ) که فرضکنیم باید قبل مشابه حل
داریم سرراست محاسبات و معادله در

φR′′ +
۱

r
φR′ +

۱

r۲
φ′′R = ۰

نتیجه در و
r۲R′′ + rR′

R
=

−φ′′

φ
= σ.

Page 49

www.bjozve.ir


@jozve_iut

۴٩ قطبی مختصات در لاپلاس معادله

این�رو از

r۲R′′ + rR′ − σR = ۰

و
φ′′ + σφ = ۰

φ(۰) = ۰,

φ(π) = ۰

از عبارتند بالا مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر

σn = λ۲
n = n۲, φn(θ) = sinnθ, n = ۱,۲,۳, · · · .

اویلر معادله�ی σn = n۲ ازای به اکنون

r۲R′′ + rR′ − n۲R = ۰

م�ͳآید دست به آن حل از پس که داریم را

R(r) = c۱r
n + c۲r

−n.

نتیجه در .c۱ = ۰ باشیم داشته باید است، کران�دار u(r, θ) تابع r → +∞ ͳوقت چون

Rn(r) = r−n

از عبارتند مسأله حاصل�ضربی جواب�های بنابراین و

un(r, θ) = r−n sinnθ, n = ۱,۲,۳, . . . .

است: حاصل�ضربی جواب�های ͳخط ترکیب مسأله جواب

u(r, θ) =
∞∑
n=۱

Anr
−n sinnθ.

داریم u(a, θ) = f(θ) اولیه�ی شرط از استفاده با

f(θ) = u(a, θ) =
∞∑
n=۱

Ana
−n sinnθ.

است f(θ) ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب Ana
−n بنابراین

An =
۲

a−nπ

∫ π

۰

f(θ) sinnθ dθ. �

کنید. حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله�ی .٣٩ مثال

urr +
۱

r
ur +

۱

r۲
uθθ = ۰, ۰ < r < a, ۰ < θ < π

۲

uθ(r, ۰) = ۰, ۰ ≤ r ≤ a

u(r, π۲ ) = ۰, ۰ ≤ r ≤ a

u(a, θ) = f(θ), ۰ ≤ θ ≤ π
۲
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قطبی مختصات در لاپلاس معادله ۵٠

با .u(r, θ) = R(r)φ(θ) م�ͳدهیم قرار متغیرها کردن جدا برای باشد. کران�دار u(r, θ) تابع r → ۰+ ͳوقت باید حل
داریم سرراست محاسبات و معادله در جای�گذاری

R′′φ+
۱

r
R′φ+

۱

r۲
Rφ′′ = ۰, φ′(۰) = ۰ ; φ

(π
۲

)
= ۰.

نتیجه در
r۲R′′ + rR′

R
= −φ

′′

φ
= σ

داریم و

r۲R′′ + rR′ − σR = ۰

هم�چنین و φ′′ + σφ = ۰

φ′(۰) = ۰, φ(π۲ ) = ۰.
(۵)

از عبارتند (۵) مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر که م�ͳشود دیده ͳسادگ به

σn = λ۲
n = (۲n− ۱)۲; φn(θ) = cosλnθ , n = ۱,۲,۳, . . .

داریم σn = (۲n− ۱)۲ ازای به اکنون

r۲R′′ + rR′ − (۲n− ۱)۲R = ۰.

داریم بالا اویلر معادله�ی حل از پس

R(r) = c۱r
۲n−۱ + c۲r

−(۲n−۱).

نتیجه در .c۲ = ۰ باشیم داشته باید است، کران�دار u(r, θ) تابع r → ۰+ ͳوقت چون

Rn(r) = r۲n−۱, n = ۱,۲,۳, . . .

از عبارتند مسأله حاصل�ضربی جواب�های بنابراین

un(r, θ) = r۲n−۱ cos(۲n− ۱)θ, = ۱,۲,۳, . . .

است: حاصل�ضربی جواب�های ͳخط ترکیب مسأله جواب و

u(r, θ) =
∞∑
n=۱

Anr
۲n−۱ cos(۲n− ۱)θ.

داریم u(a, θ) = f(θ) اولیه�ی شرط از استفاده با

f(θ) = u(a, θ) =
∞∑
n=۱

Ana
۲n−۱ cos(۲n− ۱)θ.

از عبارتند فوریه سری این ضرایب بیابیم. cos فرد مضارب به نسبت را f(θ) فوریه�ی سری باید بنابراین

An =
۲

a۲n−۱ π
۲

∫ π
۲

۰

f(θ) cos(۲n− ۱)θ dθ.
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۵١ قطبی مختصات در لاپلاس معادله

کنید. حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله�ی .۴٠ مثال

urr +
۱

r
ur +

۱

r۲
uθθ = ۰, ۱ < r < e, ۰ < θ < π

u(۱, θ) = u(e, θ), ۰ < θ < π

u(r, ۰) = ۰, ۱ ≤ r ≤ e

u(r, π) = ۱, ۱ ≤ r ≤ e

و ،R(۱) = R(e) = ۰ از عبارتند همΎن مرزی شرایط که م�ͳکنیم ملاحظه u(r, θ) = R(r)φ(θ) دادن قرار با

داشت خواهیم معادله در دادن قرار با .φ(۰) = ۰

R′′φ+
۱

r
R′φ+

۱

r۲
Rφ′′ = ۰.

بنابراین

−r
۲R′′ + rR′

R
=
φ′′

φ
.

برابر مثلا ثابت، مقداری باید پس است، r حسب بر ͳتابع آن چپ طرف و θ حسب بر ͳتابع اخیر معادله�ی راست طرف چون

نتیجه در باشد. ،σ r۲R′′ + rR′ + σR = ۰

R(۱) = R(e) = ۰

 φ′′ − σφ = ۰

φ(۰) = ۰

µ =
۱

r۲
e

∫
۱

r
dr

=
۱

r
در R حسب بر معادله ضرب با است. R حسب بر اویلر معادله�ی اشتورم-لیوویل مسأله�ی این�جا در

م�ͳاید: دست به آن استاندارد صورت

rR′′ +R′ +
σ

r
R = ۰,

را ویژه توابع و مقادیر اکنون هستند. متعامد ۱

r
وزن تابع به نسبت مسأله ویژه�ی توابع بنابراین . (rR′)′ +

σ

r
= ۰ ͳیعن

است عبارت م�ͳآید) دست به R(r) = rα فرض با (که r۲R′′ + rR′ + σR = ۰ معادله�ی شاخص معادله�ی چون م�ͳیابیم.

بΎیریم: نظر در حالت سه باید پس ،α۲ + σ = ۰ از

نتیجه در .r۲R′′ + rR′ = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

R(r) = c۱ + c۲ ln r.

از .R(r) = ۰ نتیجه در و c۲ = ۰ داریم ،R(e) = ۰ چون .R(r) = c۲ ln r نتیجه در و c۱ = ۰ داریم ،R(۱) = ۰ چون

داریم. ͳبدیه جواب حالت این در این�رو

نتیجه در .r۲R′′ + rR′ − λ۲R = ۰ داریم حالت این در .σ = −λ۲ دوم: حالت

R(r) = c۱r
λ + c۲r

−λ.

این در پس .c۱ = c۲ = ۰ نتیجه در و c۱eλ + c۲e
−λ = ۰ داریم ،R(e) = ۰ چون و c۱ + c۲ = ۰ داریم ،R(۱) = ۰ چون

داریم. ͳبدیه جواب نیز حالت
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قطبی مختصات در لاپلاس معادله ۵٢

نتیجه در .r۲R′′ + rR′ + λ۲R = ۰ داریم حالت این در .σ = −λ۲ سوم: حالت

R(r) = c۱ cos(λ ln r) + c۲ sin(λ ln r).

نتیجه در و c۲ sin(λ) = ۰ داریم ،R(e) = ۰ چون .R(r) = c۲ sin(λ ln r) نتیجه در و c۱ = ۰ داریم ،R(۱) = ۰ چون

از عبارتند مسأله ویژه�ی توابع و مقادیر بنابراین . n = ۱,۲, . . . ،λ = nπ باشیم داشته باید ͳنابدیه جواب داشتن برای

σn = λ۲
n = (nπ)۲, Rn(r) = sin(nπ ln r).

از است عبارت θ حسب بر مسأله حالت این در φ′′ − λ۲
nφ = ۰

φ(۰) = ۰,

از است عبارت آن جواب که

φn(θ) = sinh(λnθ).

از عبارتند م�ͳکنند، صدق همΎن مرزی شرایط در که معادله حاصل�ضربی جواب�های این�رو از

un(r, θ) = Rn(r)φn(θ) = sin(nπ ln r) sinh(nπθ).

است: حاصل�ضربی جواب�های ͳخط ترکیب مسأله جواب کل�ͳترین بنابراین

u(r, θ) =
∞∑
n=۱

An sin(nπ ln r) sinh(nπθ).

داریم u(r, π) = ۱ اولیه�ی شرط از استفاده با

۱ = u(r, π) =
∞∑
n=۱

An sin(nπ ln r) sinh(nπ
۲).

داریم ۱

r
وزن تابع به نسبت {sin(nπ ln r)}∞n=۱ متعامد مجموعه�ی حسب بر f(r) = ۱ فوریه�ی سری از استفاده با پس

An sinh(nπ
۲) =

(sin(nπ ln r),۱)

||sin( nπ ln r)||۲
=

∫ e

۱

sin(nπ ln r)
۱

r
dr∫ e

۱

sin۲( nπ ln r)
۱

r
dr

=

∫ π

۰

sin(nt) dt∫ π

۰

sin۲(nt) dt

, t = π ln r

=

۱ − (−۱)n

n
π

۲

=
۲ (۱ − (−۱)n)

nπ
.

بنابراین

An =
۲ (۱ − (−۱)n)

nπ sinh(nπ۲)
.
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(غیرهمΎن) -—ͳمشتقاتجزئ با معادلات ،۵ و ۴ فصل�های ادامه�ی

١٣٩٣ تیرماه ٣١ هشتم جلسه

ابتدا باشند. ناهمΎن است مم΋ن مرزی شرایط هم و باشد ناهمΎن است مم΋ن معادله هم و هم مرزی مقدار مسأله�ی Έی در

در را حالت این باشند. ثابت اعداد مرزی شرایط و x حسب بر ͳتابع معادله در همΎن غیر جمله�ی که م�ͳکنیم ͳبررس را ͳحالت

م�ͳکنیم ͳبررس بعد مثال

کنید. تبدیل همΎن مرزی شرایط با همΎن معادله�ای به را زیر معادله�ی .۴١ مثال

ut = a۲uxx + h(x), ۰ < x < L

u(۰, t) = A

u(L, t) = B

u(x, ۰) = f(x).

بر حاصل مسأله�ی که م�ͳیابیم طوری را ψ تابع آن در که م�ͳگیریم، نظر در u(x, t) = W (x, t) + ψ(x) متغیر تغییر حل
داشت خواهیم معادله در دادن قرار با باشد. WهمΎن حسب

Wt = a۲(Wxx + ψ′′(x)) + h(x)

W (۰, t) + ψ(۰) = A

W (L, t) + ψ(L) = B

W (x, ۰) + ψ(x) = f(x).

مسأله�ی جواب ψ اگر بنابراین
a۲ψ′′(x) + h(x) = ۰

ψ(۰) = A

ψ(L) = B

داشت: Wخواهیم حسب بر همΎن معادله�ای آن�گاه باشد،

Wt = a۲Wxx

W (۰, t) = ۰

W (L, t) = ۰

W (x, ۰) = f(x)− ψ(x). �

شرایط و x حسب بر فقط غیرهمΎن جمله�ی که ای ساده بسیار حالت ابتدا م�ͳکنیم. ͳبررس را موج معادله�ی بخش این در

م�ͳکنیم. ͳبررس را باشند ثابت اعداد مرزی

۵٣
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ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۵۴

کنید تبدیل همΎن مرزی شرایط با همΎن مسأله�ای به را زیر ناهمΎن مسأله�ی .۴٢ مثال

utt = a۲uxx + h(x), ۰ < x < L

u(۰, t) = A

u(L, t) = B

u(x, ۰) = f(x)

ut(x, ۰) = g(x).

W حسب بر همΎن معادله�ای م�ͳکنیم ͳسع ψ مناسب مناسب تعیین و u(x, t) = W (x, t) + ψ(x) متغیر تغییر با حل
داشت خواهیم اولیه و مرزی شرایط و معادله در دادن قرار با بیابیم.

Wtt = a۲(Wxx + ψ′′(x)) + h(x)

W (۰, t) + ψ(۰) = A

W (L, t) + ψ(L) = B

W (x, ۰) + ψ(x) = f(x)

Wt(x, ۰) = g(x).

مسأله�ی جواب ψ اگر بنابراین

a۲ψ′′(x) + h(x) = ۰

ψ(۰) = A

ψ(L) = B

بود: خواهد همΎن ،W حسب بر حاصل مسأله�ی آن�گاه باشد،

Wtt = a۲Wxx

W (۰, t) = W (L, t) = ۰

W (x, ۰) = f(x)− ψ(x)

Wt(x, ۰) = g(x).

مسأله�ی اگر مثلا

utt = a۲uxx + sinx, ۰ < x <
π

۲
, t > ۰

u(۰, t) = u
(π
۲
, t
)
= ۰

u(x, ۰) = ut(x, ۰) = ۰
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۵۵ ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

که م�ͳکنیم تعیین طوری را ψ تابع قبل مثال به توجه با باشیم، داشته اختیار در را

a۲ψ′′(x) + sin x = ۰

ψ(۰) = ψ
(π
۲

)
= ۰.

داشت خواهیم بالا معادله�ی حل با

ψ(x) =
۱

a۲
sinx− ۲

πa۲
x.

از است Wعبارت حسب بر مسأله آن�گاه ،u(x, t) = W (x, t) + ψ(x) دهیم قرار اگر بنابراین

Wtt = a۲Wxx

W (۰, t) = W
(π
۲
, t
)
= ۰

W (x, ۰) = f(x)− ۱

a۲
sinx+

۲

πa۲
x

Wt(x, ۰) = g(x). �

است. ثابت عددی h کنید، تبدیل را همΎن مسأله�ی Έی به را زیر مسأله�ی .۴٣ مثال

utt = c۲uxx + h

u(۰, t) = u(L, t) = ۰

u(x, ۰) = ut(x, ۰) = ۰.

باشیم داشته باید v حسب بر حاصل معادله�ی شدن همΎن برای دیدیم u(x, t) = υ(x, t) + S(x) دادن قرار با حل

c۲S ′′(x) + h = ۰

S(۰) = ۰

S(L) = ۰.

داشت خواهیم اخیر مسأله�ی حل با

S(x) =
−h
۲c۲

x۲ +
hL

۲c۲
x.

م�ͳآید: دست به v حسب بر همΎن مرزی شرایط با همΎن مسأله�ی این�رو از

υtt = c۲υxx

υ(x, ۰) = ۰ −
(
−h
۲c۲

x۲ +
hL

۲c۲

)
υt(x, ۰) = ۰

υ(۰, t) = υ(L, t) = ۰. �

Page 56

www.bjozve.ir


@jozve_iut

ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۵۶

باشد t و x حسب بر م�ͳتواند معادله در غیرهمΎن جمله�ی حالت این در م�ͳگیریم. نظر در را مش΋ل�تر) (و کل�ͳتر حالت اکنون

م�ͳتوان متغیر تغییر Έی با که م�ͳدهیم نشان ابتدا حالت این در باشند. t حسب بر است مم΋ن مرزی شرایط آن بر علاوه و

ناهمΎن مسأله�ی کنید فرض مثال عنوان به کرد. همΎن را مرزی شرایط

ut = a۲uxx + g(x, t), ۰ < x < L (۶)

u(۰, t) = φ(t), t > ۰ (٧)

u(L, t) = ψ(t), t > ۰ (٨)

u(x, ۰) = f(x) (٩)

متغیر تغییر از استفاده با هستند. t حسب بر ͳتوابع و ناهمΎن مرزی شرایط این�جا در باشد. اختیار در

u(x, t) = W (x, t) + v(x, t) (١٠)

آن در که

v(x, t) = C۱x+ C۲ (١١)

(٨) و (٧) مرزی شرایط از استفاده با باشد. همΎن مرزی شرایط Wبا حسب بر حاصل معادله�ی که م�ͳکنیم تعیین طوری را

داریم

φ(t) = u(۰, t) = W (۰, t) + v(۰, t) = W (۰, t) + C۲

ψ(t) = u(L, t) = W (L, t) + v(L, t) = W (L, t) + C۱L+ C۲.

باشیم داشته باید ،W (۰, t) = W (L, t) = ۰ م�ͳخواهیم چون

C۲ = φ(t), C۱ =
۱

L
[ψ(t)− φ(t)].

انتخاب با بنابراین

v(x, t) = φ(t) +
x

L
[ψ(t)− φ(t)]

خواهیم (١٠) از مشتق�گیری با م�ͳیابیم. W حسب بر را مسأله اکنون است. همΎن شرایط با W حسب بر حاصل معادله�ی

داشت

ut = Wt + φ′(t) +
x

L
[ψ′(t)− φ′(t)]

uxx = Wxx

درم�ͳآید زیر صورت Wبه برای مسأله نتیجه در و

Wt = a۲Wxx + g(x, t)− φ′(t)− x

L
[ψ′(t)− φ′(t)]

W (۰, t) = W (L, t) = ۰

W (x, ۰) = f(x)− φ(۰)− x

L
[ψ(۰)− φ(۰)].
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۵٧ ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

در همΎن را مرزی شرایط بعد مثال�های در پس کرد. همΎن را مرزی شرایط م�ͳتوان همواره مناسب متغیر تغییر با نتیجه در

گرمای مسأله�ی کنید فرض م�ͳگیریم. نظر

ut = a۲uxx + g(x, t), ۰ < x < L (١٢)

u(۰, t) = u(L, t) = ۰ (١٣)

u(x, ۰) = f(x) (١۴)

(١٢)-(١٣) مسأله�ی حل برای است. ناهمΎن دیفرانسیل معادله ͳول هستند همΎن مرزی شرایط مسأله این در باشد. اختیار در

ͳیعن آن، متناظر همΎن مسأله�ی ابتدا

ut = a۲uxx, ۰ < x < L

u(۰, t) = u(L, t) = ۰

u(x, ۰) = f(x).

از عبارتند بالا مسأله�ی ویژه�ی توابع م�ͳگیریم. نظر در را

sin
nπx

L
, n = ۱,۲,۳, . . . (١۵)

را u(x, t) جواب تابع فوریه سری واق΄ در بیابیم. همΎن مسأله ویژه�ی توابع حسب بر را ناهمΎن مسأله�ی جواب م�ͳکنیم ͳسع

باشد زیر صورت به u(x, t) فوریه�ی سری م�ͳکنیم فرض کار این برای م�ͳآوریم. دست به همΎن مسأله ویژه�ی توابع حسب بر

u(x, t) =
∞∑
n=۱

un(t) sin
nπx

L
,

شرط از استفاده با بیابیم. را آن�ها مسأله شرایط از استفاده با باید و است u(x, t) تابع فوریه سری ضریب un(t) آن در که

داریم (١۴) اولیه�ی

f(x) = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

un(۰) sin
nπx

L
.

ͳیعن است، f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب un(۰) نتیجه در

un(۰) =
۲

L

∫ L

۰

f(x) sin
nπx

L
dx. (١۶)

م�ͳیابیم (١۵) توابع ͳیعن مسأله، ویژه�ی توابع حسب بر را g(x, t) تابع فوریه�ی سری un(t) یافتن برای اکنون

g(x, t) =
∞∑
n=۱

gn(t) sin
nπx

L
و gn(t) =

۲

L

∫ L

۰

g(x, t) sin
nπx

L
dx.

م�ͳآوریم دست به (١٢) معادله�ی در جای�گذاری با
∞∑
n=۱

u′n(t) sin
nπx

L
= a۲

∞∑
n=۱

un(t)

[
−
(nπ
L

)۲

sin
nπx

L

]
+

∞∑
n=۱

gn(t) sin
nπx

L
.

داشت خواهیم جملات بندی دسته با
∞∑
n=۱

[
u′n(t) +

(anπ
L

)۲

un(t)

]
sin

nπx

L
=

∞∑
n=۱

gn(t) sin
nπx

L
.
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داشت خواهیم بالا تساوی طرف دو دادن قرار متحد با

u′n(t) +
(anπ
L

)۲

un(t) = gn(t).

م�ͳآیند دست به زیر صورت به un(t) مجهول ضرایب بالا اول مرتبه�ی ͳخط معادله�ی حل با

un(t) = e−(anπ
L

)۲tun(۰) +

∫ t

۰

e−(anπ/L)۲(t−z)gn(z) dz.

کنید حل را زیر غیرهمΎن مسأله�ی .۴۴ مثال

ut = a۲uxx + t(x۲ − πx), ۰ < x < π, t > ۰

u(۰, t) = ۰,

u(π, t) = ۰,

u(x, ۰) = x

ͳیعن متناظر، همΎن مسأله�ی ویژه�ی توابع حل
ut = a۲uxx, ۰ < x < π

u(۰, t) = u(π, t) = ۰

u(x, ۰) = x

از عبارتند

sinnx, n = ۱,۲,۳, . . .

u(x, t) فوریه�ی سری م�ͳکنیم فرض م�ͳآوریم. دست به همΎن مسأله ویژه�ی توابع حسب بر را u(x, t) جواب تابع فوریه سری

باشد زیر صورت به

u(x, t) =
∞∑
n=۱

un(t) sinnx,

داریم u(x, ۰) = x اولیه�ی شرط از استفاده با است. u(x, t) تابع فوریه سری ضریب un(t) آن در که

x = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

un(۰) sinnx.

ͳیعن است، x ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب un(۰) نتیجه در

un(۰) =
۲

π

∫ π

۰

x sinnx dx =
۲

π

[
−x cosnx

n
+

sinnx

n۲

]π
۰

=
۲(−۱)n+۱

n
.

بنابراین م�ͳیابیم. مسأله ویژه�ی توابع حسب بر را g(x, t) = t(x۲ − πx) تابع فوریه�ی سری un(t) یافتن برای اکنون

t(x۲ − πx) =
∞∑
n=۱

bn(t) sinnx,

آن در که

bn(t) =
۲

π
t

∫ π

۰

(x۲ − πx) sinnx dx

=
۲

π
t

[
−(x۲ − πx)

cosnx

n
+ (۲x− π)

sinnx

n۲
+ ۲

cosnx

n۳

]π
۰

=
۴t((−۱)n − ۱)

πn۳
.
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م�ͳآوریم دست به ut = a۲uxx + t(x۲ − πx) معادله�ی در بالا نتایج جای�گذاری با
∞∑
n=۱

u′n(t) sinnx = a۲
∞∑
n=۱

un(t)(−n۲) sinnx+
∞∑
n=۱

bn(t) sinnx.

داشت خواهیم جملات بندی دسته با
∞∑
n=۱

(u′n(t) + a۲n۲un(t)) sinnx =
∞∑
n=۱

bn(t) sinnx.

م�ͳآوریم دست به بالا تساوی طرف دو دادن قرار متحد با

u′n(t) + a۲n۲un(t) = bn(t).

م�ͳآیند دست به زیر صورت به un(t) مجهول ضرایب بالا اول مرتبه�ی ͳخط معادله�ی حل با

un(t) = e−a۲n۲tun(۰) +

∫ t

۰

e−(a۲n۲)(t−z)bn(z) dz.

م�ͳآوریم دست به un(۰) =
۲(−۱)n+۱

n
و bn(t) =

۴t((−۱)n − ۱)

πn۳
چون

un(t)=e
−a۲n۲t۲(−۱)n+۱

n
+

۴((−۱)n − ۱)

πn۳

∫ t

۰

ze−(a۲n۲)(t−z) dz

=e−a۲n۲t۲(−۱)n+۱

n
+

۴((−۱)n − ۱)

πn۳

[
−z e

−(a۲n۲)(t−z)

a۲n۲
+
e−(a۲n۲)(t−z)

a۴n۴

]t
۰

=e−a۲n۲t۲(−۱)n+۱

n
+

۴((−۱)n − ۱)

πn۳

[
۱ − a۲n۲t

a۴n۴
− e−a۲n۲t

a۴n۴

]

کنید حل را زیر غیرهمΎن مسأله�ی .۴۵ مثال

utt = c۲uxx + h(x, t), ۰ < x < L, t > ۰

u(۰, t) = u(L, t) = ۰

u(x, ۰) = f(x)

ut(x, ۰) = g(x).

م�ͳگیریم نظر در را نظیر همΎن مسأله�ی ابتدا حل
utt = c۲uxx

u(۰, t) = u(L, t) = ۰

از عبارتند مسأله ویژه�ی توابع که دید م�ͳتوان ͳسادگ }به
sin

nπx

L

}∞

n=۱
.

م�ͳنویسیم: ویژه توابع برحسب آن�را فوریه�ی بسط غیرهمΎن مسأله�ی جواب یافتن برای

u(x, t) =
∞∑
n=۱

un(t) sin
nπx

L
.
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م�ͳنویسیم را h(x, t) ͳسینوس فوریه�ی بسط اکنون است. un(t) کردن پیدا ما هدف

h(x, t) =
∞∑
n=۱

hn(t) sin
nπx

L
, hn(t) =

۲

L

∫ L

۰

h(x, t) sin
nπx

L
dx.

داشت خواهیم u(x, t) فوریه�ی سری از مشتق�گیری با

utt =
∞∑
n=۱

u′′n(t) sin
nπx

L
uxx =

∞∑
n=۱

un(t)

(
−n

۲π۲

L۲
sin

nπx

L

)
.

داشت خواهیم معادله در بالا داده�های جای�گذاری با اکنون
∞∑
n=۱

u′′n(t) sin
nπx

L
= c۲

∞∑
n=۱

un(t)

(
−n۲π۲

L۲
sin

nπx

L

)
+

∞∑
n=۱

hn(t) sin
nπx

L
.

نتیجه در
∞∑
n=۱

[
u′′n(t) +

c۲n۲π۲

L۲
un(t)− hn(t)

]
sin

nπx

L
= ۰

داریم تساوی طرف دو دادن قرار متحد با و

u′′n(t) +
c۲n۲π۲

L۲
un(t) = hn(t).

م�ͳآوریم دست به بالا دوم مرتبه�ی ͳخط معادله�ی حل با

un(t) = an cosλnt+ bn sinλnt+
۱

λn

∫ t

۰

hn(η) sinλn(t− η) dη,

بنابراین .λn =
cnπ

L
آن در که

u(x, t)=
∞∑
n=۱

[
an cosµnt+ bn sinλnt+

۱

µn

∫ t

۰

hn(η) sinµn(t−η) dη
]
sin

nπx

L
.

داریم اولیه شرط از استفاده با

f(x) = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

an sin
nπx

L

است: f(x) ͳسینوس فوریه�ی ضریب an نتیجه در و

an =
۲

L

∫ L

۰

f(x) sin
nπx

L
dx.

دیΎر طرف از

g(x) = ut(x, ۰) =
∞∑
n=۱

bnλn sin
nπx

L

م�ͳآید دست به bn ،g(x) ͳسینوس فوریه�ی بسط از استفاده با بنابراین و

bn =
۲

λnL

∫ L

۰

g(x) sin
nπx

L
dx. �
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۶١ ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

کنید تبدیل همΎن مرزی شرایط با مسأله�ای به را زیر ناهمΎن موج مسأله�ی .۴۶ مثال

utt = c۲uxx + h(x, t), ۰ < x < L

u(۰, t) = φ(t)

u(L, t) = ψ(t)

u(x, ۰) = f(x)

ut(x, ۰) = g(x).

همΎن مرزی شرایط با مسأله�ای ،W مناسب تعیین با و م�ͳکنیم اعمال را u(x, t) = υ(x, t) +W (x, t) متغیر تغییر حل
داشت خواهیم اولیه و مرزی شرایط و معادله در جای�گذاری با م�ͳآوریم. دست به υ حسب بر

υtt +Wtt = c۲(υxx +Wxx) + h(x, t)

υ(x, ۰) = f(x)−W (x, ۰)

υ(x, ۰) = g(x)−Wt(x, ۰)

υ(۰, t) = φ(t)−W (۰, t)

υ(L, t) = ψ(t)−W (L, t).

دهیم قرار باید شوند همΎن مرزی شرایط این�که برای

W (۰, t) = φ(t)

W (L, t) = ψ(t).

اگر بنابراین

W (x, t) = φ(t) +
x

L
[ψ(t)− φ(t)],

داریم را زیر همΎن مرزی شرایط با مسأله آن�گاه

υtt = c۲υxx + h(x, t)−Wtt

υ(x, ۰) = f(x)−W (x, ۰)

υt(x, ۰) = g(x)−Wt(x, ۰)

υ(۰, t) = ۰

υ(L, t) = ۰. �

باشد زیر صورت به مسأله که کنید فرض
▽۲u = ۰, ۰ < x < a, ۰ < y < b

u(x, a) = f۱(x), ۰ ≤ x ≤ a

u(x, b) = f۲(x), ۰ ≤ x ≤ a

u(۰, y) = g۱(y), ۰ ≤ y ≤ b

u(a, y) = g۱(y), ۰ ≤ y ≤ b.
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u(x, y) = v(x, y)+w(x, y) کار این برای م�ͳکنیم. Έتفکی مسأله دو به را مسأله متغیرها، کردن جدا برای صورت این در

آن در که

▽۲v = ۰ ▽۲w = ۰

v(x, ۰) = f۱(x) w(x, ۰) = ۰

v(x, b) = f۲(x) w(x, b) = ۰

v(۰, y) = ۰ w(۰, y) = g۱(y)

v(a, y) = ۰ w(a, y) = g۲(y).

م�ͳآید. دست به ͳاصل مسأله�ی جواب بالا مسأله�ی دو حل با

کنید. حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله .۴٧ مثال

uxx + uyy = sinx+ cos y

u(۰, y) = −۱

u(π, y) = ۱

u(x, ۰) = cosx

uy(x, π) = sinx

م�ͳکنیم Έتفکی مسأله دو به را مسأله حل

(۱)



uxx + uyy = sin x

u(۰, y) = u(π, y) = ۰

u(x, ۰) = cos x

uy(x, π) = ۰

(۲)



uxx + uyy = cos y

u(۰, y) = −۱

u(π, y) = ۱

u(x, ۰) = uy(x, π) = ۰

بر همΎن معادله�ای به را آن φ(x) مناسب تعیین و u(x, y) = W (x, y) + φ(x) متغیر تغییر با ابتدا (١) مسأله�ی حل برای

داریم مرزی شرایط و معادله در دادن قرار با م�ͳکنیم. Wتبدیل حسب
Wxx + φ′′(x) +Wyy = sin x

W (۰, y) + φ(۰) = ۰

W (a, y) + φ(a) = ۰.

مسأله�ی در باید φ تابع نتبجه در
φ′′(x) = sinx

φ(۰) = ۰

φ(π) = ۰
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است زیر همΎن صورت Wبه حسب بر حاصل مسأله�ی .φ(x) = sinx بنابراین کند. صدق

(۳)



Wxx +Wyy = ۰

W (۰, y) = W (π, y) = ۰

W (x, ۰) = cosx− sin x

Wy(x, π) = sinx.

بر همΎن معادله�ای به را آن φ(y) مناسب تعیین و u(x, y) = W (x, y) + φ(y) متغیر تغییر با ابتدا (٢) مسأله�ی حل برای

داریم مرزی شرایط و معادله در دادن قرار با م�ͳکنیم. Wتبدیل حسب Wxx +Wyy + φ′′(y) = cos y W (x, ۰) + φ(۰) = ۰

Wy(x, π) + φ′(π) = ۰.

مسأله�ی در باید φ تابع نتبجه در
φ′′(y) = cos y

φ(۰) = ۰

φ′(π) = ۰

است زیر همΎن صورت Wبه حسب بر حاصل مسأله�ی .φ(y) = ۱ − cos y بنابراین کند. صدق

(۴)



Wxx +Wyy = ۰

W (۰, y) = −۲ + cos y

W (π, y) = cos y

W (x, ۰) = ۰

Wy(x, π) = ۰.

کرد. حل م�ͳتوان ͳراحت به را (۴) و (٣) مسأله�های

مناسب متغیر Έی تغییر بر ͳمبتن روش این م�ͳکنیم. ͳبررس را موج معادله�ی حل برای دالامبر روش بخش این ادامه در

باشد: ͳنامتناه مرتعش سیم که م�ͳگیریم نظر در را ͳحالت ابتدا است.

utt = a۲uxx, −∞ < x < +∞, t > ۰

u(x, ۰) = f(x)

ut(x, ۰) = g(x).

متغیر تغییر

s = x+ at, r = x− at

مشتقات از x و t به نسبت uمشتقات جای به م�ͳخواهیم بود. خواهد s و r ͳتابع u بالا متغیرهای تغییر با م�ͳکنیم. اعمال را

توجه با م�ͳیابیم. x به نسبت را uمشتقات زنجیری قاعده�ی از استفاده با کنیم. استفاده دیفرانسیل معادله در s و r به نسبت u
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داریم sx = ۱ و rx = ۱ این�که به

ux = ur · rx + us · sx = ur + us

uxx = (ur)x + (us)x = urr · rx + urssx + usrrx + usssx

نتیجه در

uxx = urr + urs + usr + uss

= urr + ۲urs + uss.

داشت خواهیم ،st = a و rt = −a این�که به توجه با مشابه، طریق به

ut = urrt + usst = −aur + aus

utt = −a(ur)t + a(us)t = −a[urr.rt + ursst] + a[usrrt + ussst]

= −a[−aurr + aurs] + a[−ausr + auss]

= a۲urr − a۲urs − a۲usr + a۲uss

= a۲urr − ۲a۲urs + a۲uss.

داریم utt = a۲uxx چون اکنون

urs = ۰

نتیجه در و
∂۲u

∂rσs
= ۰.

م�ͳآوریم دست به r به نسبت انتگرال�گیری با
∂u

∂s
= α(s)

داشت خواهیم s به نسبت انتگرال�گیری با اکنون است. دلخواه ͳتابع α(s) آن در که

u =

∫
α(s) ds+ ψ(r).

بنابراین

u = ϕ(s) + ψ(r)

نتیجه در و

u(x, t) = φ(x+ at) + ψ(x− at).

داریم u(x, ۰) = f(x) چون

u(x, ۰) = φ(x) + ψ(x) = f(x) (١٧)
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۶۵ ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

و ut(x, ۰) = g(x) چون آن بر علاوه

ut(x, y) = aφ′(x+ at)− aψ′(x− at)

ͳیعن ،ut(x, ۰) = aφ′(x)− aψ′(x) = g(x) داشت خواهیم

φ′(x)− ψ′(x) =
۱

a
g(x)

داریم انتگرال�گیری از استفاده با نتیجه در و

φ(x)− ψ(x) =
۱

a

∫ x

x۰

g(s) ds+ k, (١٨)

دستگاه (١٨) و (١٧) معادله�های از استفاده با است. ͳدلخواه عدد x۰ ∈ (−∞,+∞) و ثابت عدد Έی k آن در که
φ(x) + ψ(x) = f(x)

φ(x)− ψ(x) =
۱

a

∫ x

x۰

g(s) ds+ k

م�ͳآوریم دست به اخیر دستگاه حل با داریم. را

φ(x) =
۱

۲
f(x) +

۱

۲a

∫ x

x۰

g(s) ds+
k

۲

ψ(x) =
۱

۲
f(x)− ۱

۲a

∫ x

x۰

g(s) ds− k

۲
.

از است عبارت ͳنامتناه مرتعش تار مسأله�ی جواب این�رو از

u(x, t) = φ(s) + ψ(r)

= φ(x+ at) + ψ(x− at)

=
۱

۲
f(x+ at)+

۱

۲a

∫ x+at

x۰

g(s) ds+
۱

۲
f(x− at)− ۱

۲a

∫ x−at

x۰

g(s) ds

=
۱

۲
[f(x+ at) + f(x− at)] +

۱

۲a

∫ x+at

x−at

g(s) ds.

کنید حل را زیر ͳنامتناه مرتعش تار مسأله�ی دالامبر روش از استفاده با .۴٨ مثال

utt = a۲uxx, −∞ < x < +∞

u(x, ۰) = sin x

ut(x, ۰) = cosx

داریم دالامبر روش در آمده دست به فرمول به توجه با حل

u(x, t) =
۱

۲
[sin(x+ at) + sin(x− at)] +

۱

۲a

∫ x+at

x−at

cos z dz

= sin x cos at+
۱

۲a
[sin(x+ at)− sin(x− at)]

= sin x cos at+
۱

a
cos x sin at. �
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ریاضیمهندسی
مختلط) توابع (بخشدوم،

( تابستانی١٣٩٣ (ترم

طائری بیژن دکتر

ریاضی دانشکده�یعلوم

اصفهان صنعتی دانشگاه
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مختلط اعداد دستگاه ،۶ فصل

١٣٩٣ مرداد ۵ نهم جلسه�

محاسبه�ها در سهولت برای هستند. ͳحقیق اعداد y و x در که ،z = (x, y) مرتب زوج از است عبارت مختلط عدد Έی

را y و م�ͳدهیم؛ نشان Re z = x با و گوییم z ͳحقیق قسمت را x م�ͳدهیم. نشان z = x + iy نماد با را مختلط عدد Έی

و اگر هستند مساوی w = a + ib و z = x + iy مختلط عدد دو م�ͳدهیم. نشان Im z = y با و نامیده z ͳموهوم قسمت

−۱ مقدار i۲ جای به محاسبه�ها در و داده انجام نمادین صورت به را مختلط اعداد ضرب و جم΄ .y = b و x = a اگر تنها

Έی صورت به ͳموهوم و ͳحقیق قسمت�های کردن مشخص با را حاصل و کرده دسته�بندی را جملات سپس م�ͳدهیم. قرار

صورت به آن�ها مجموع باشند مختلط عدد دو w = a+ ib و z = x+ iy اگر واق΄ در م�ͳنویسیم. مختلط عدد

z + w = (x+ iy) + (a+ ib) = (x+ a) + i(y + b).

صورت به آن�ها حاصل�ضرب و

zw = (x+ iy)(a+ ib)

= xa+ ixb+ iya+ i۲yb

= xa+ ixb+ iya− yb

= (xa− yb) + i(xb+ ya).

م�ͳدهیم نشان |z| با که را z = x+ iy مختلط عدد مطلق قدر م�ͳدهیم. نشان C با را مختلط اعداد مجموعه�ی م�ͳشود. تعریف

داریم .z = x− iy از است عبارت z = x+ iy عدد مختلط مزدوج |z| =
√

x۲ + y۲ ͳیعن است، (x, y) بردار طول همان

zz = x۲ + y۲ = |z|۲ و |z| = |z|.

از است عبارت z = x+ iy ناصفر مختلط عدد وارون

۱

z
=

۱

z

z

z

=
z

|z|۲

=
x

x۲ + y۲
+ i

−y

x۲ + y۲
.

که دید م�ͳتوان ͳسادگ به

z + w = z + w و zw = z w.

بنویسید. a+ ib صورت به را ۱ + ۲i

۱ − i
مختلط عدد .١ مثال

پس ،۱ − i = ۱ + i از است عبارت ۱ − i مختلط مزدوج حل
۱ + ۲i

۱ − i
=

۱ + ۲i

۱ − i
× ۱ + i

۱ + i
=

۱ + i+ ۲i− ۲

|۱ − i|
=

−۱ + ۳i

۲
=

−۱

۲
+ i

۳

۲

١
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مختلط اعداد دستگاه ٢

z۰ = a+ ib م�ͳدهیم قرار .(x− a)۲ + (y− b)۲ = R۲ از است عبارت R شعاع و (a, b) مرکز به دایره Έی معادله�ی

یا |z − z۰|۲ = R۲ صورت به م�ͳتوان را دایره معادله�ی و z − z۰ = (x − a) + i(y − b) نتیجه در .z = x + iy و

نوشت. |z − z۰| = R

است. ١(آ) ش΋ل در شده داده نشان صورت به طوقه Έی {z ∈ C | ۱ < |z| ≤ ۲} مجموعه�ی (آ) .٢ مثال

� است. ١(ب) ش΋ل در شده داده نشان صورت به ͳافق نوار Έی {z ∈ C | −π < Im z ≤ π} مجموعه�ی (ب)
y

x1 2-1-2

y

x

iΠ

-iΠ

(آ) (ب)

−π < Im z ≤ π نوار (ب) ۱ < |z| ≤ ۲ طوقه�ی (آ) :١ ش΋ل

کنید. توصیف را D = {z ∈ C | ۰ < Re (iz) ≤ ۱} نقاط مجموعه�ی .٣ مثال

پس .Re (iz) = −y نتیجه در و iz = i(x+ iy) = −y + ix صورت این در .z = x+ iy کنید فرض حل

z ∈ D ⇐⇒ ۰ < Re (iz) ≤ ۱

⇐⇒ ۰ < −y ≤ ۱

⇐⇒ −۱ < y ≤ ۰

است. ͳافق نوار Έی D = {z ∈ C | z = x+ iy, −∞ < x < +∞, −۱ < y ≤ ۰} بنابراین

کنید. توصیف D = {z ∈ C | |z| = Re (z) + ۱} نقاط مجموعه�ی .۴ مثال

صورت این در .z = x+ iy کنید فرض حل

z ∈ D ⇐⇒ |z| = Re (z) + ۱

⇐⇒
√

x۲ + y۲ = x+ ۱

⇐⇒ x۲ + y۲ = x۲ + ۲x+ ۱

⇐⇒ y۲ = ۲x+ ۱

است. ͳسهم Έی نمودار D بنابراین
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٣ مختلط اعداد دستگاه

.Im ۱

i− z
< ۲ که کنید توصیف را z نقاط مجموعه�ی .۵ مثال

داریم z = x+ iy فرض با حل

۱

i− z
=

۱

i− z
× i− z

i− z
=

۱

i− z
× −i− z

i− z
=

−i− z

|i− z|۲

=
−i− (x− iy)

| − x+ i(۱ − y)|۲

=
−x+ i(−۱ + y)

x۲ + (۱ − y)۲

بنابراین

Im
۱

i− z
< ۲ ⇐⇒ −۱ + y

x۲ + (۱ − y)۲
< ۲

⇐⇒ −۱ + y < ۲(x۲ + (۱ − y)۲)

⇐⇒ −۱ + y < ۲x۲ + ۲ + ۲y۲ − ۴y

⇐⇒ ۰ < ۲x۲ + ۳ + ۲y۲ − ۵y

⇐⇒ ۰ < x۲ +
۳

۲
+ y۲ − ۵

۲
y

⇐⇒ ۰ < x۲ +
۳

۲
+ (y − ۵

۴
)۲ − ۲۵

۱۶

⇐⇒ ۰ < x۲ + (y − ۵

۴
)۲ − ۱

۱۶

⇐⇒ ۱

۱۶
< x۲ + (y − ۵

۴
)۲

⇐⇒
∣∣∣∣z − i

۵

۴

∣∣∣∣۲ >
۱

۱۶

⇐⇒
∣∣∣∣z − i

۵

۴

∣∣∣∣ > ۱

۴

است. ۱

۱۶
شعاع و z۰ =

۵

۴
i مرکز به دایره Έی خارج نظر مورد نقاط مجموعه نتیجه در و

.Re ۱ + z

۲ − z
> ۱ که کنید توصیف را z نقاط مجموعه�ی .۶ مثال

داریم z = x+ iy فرض با حل

۱ + z

۲ − z
=

۱ + z

۲ − z
× ۲ − z

۲ − z
=

(۱ + z)(۲ − z)

|۲ − z|۲
=

۱ − z + ۲z − zz

|z − ۲|۲

=
۱ − (x− iy) + ۲(x+ iy)− |z|۲

|z − ۲|۲

=
۱ − x۲ − y۲ + x+ ۳iy

(x− ۲)۲ + y۲
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مختلط اعداد دستگاه ۴

بنابراین

Re
۱ + z

۲ − z
> ۱ ⇐⇒ ۱ − x۲ − y۲ + x

(x− ۲)۲ + y۲
> ۱

⇐⇒ ۱ − x۲ − y۲ + x > (x− ۲)۲ + y۲

⇐⇒ ۲x۲ + ۲y۲ − ۵x+ ۳ < ۰

⇐⇒ x۲ + y۲ − ۵

۲
x+

۳

۲
< ۰

⇐⇒ (x− ۵

۴
)۲ + y۲ +

۳

۲
− ۲۵

۱۶
< ۰

⇐⇒ (x− ۵

۴
)۲ + y۲ <

۱

۱۶

⇐⇒ |z − ۵

۴
|۲ <

۱

۱۶

⇐⇒ |z − ۵

۴
| < ۱

۴

است. ۱
۴
شعاع و z۰ =

۵

۴
مرکز به دایره Έی داخل نظر مورد نقاط مجموعه نتیجه در و

،ͳدکارت صفحه�ی در (x, y) نقطه�ی هر متناظر که م�ͳکنیم یادآوری باشد. ناصفر مختلط یΈعدد z = x+ iy فرضکنید

زاویه�ای θ و است (x, y) بردار طول r مثبت عدد .y = r sin θ و x = r cos θ آن در که داریم را (r, θ) قطبی مختصات

داریم را زیر روابط ببینید). را ٢ (ش΋ل م�ͳسازد xها محور مثبت جهت با بردار این که است

y

x

z=Hx,yL=x+iy

Θ =Arg z, r=ÈzÈ

Θ

مختلط اعداد قطبی نمایش :٢ ش΋ل

r =
√
x۲ + y۲, tan θ =

y

x
.

نیست، تابع arg z که کنید توجه است. نشده تعریف arg z ،z = ۰ اگر م�ͳدهیم. نشان arg z با و گوییم z آوند Έی را θ

داریم مثال عنوان به است). چندمقداری تابع arg z (گوییم م�ͳکند اختیار مقدار ͳنامتناه z هر ازای به زیرا

arg(−۱) = π + ۲nπ, arg i =
π

۲
+ ۲nπ, n ∈ Z.

توجه است. ۲π از مضربی z از دلخواه آوند دو تفاضل نتیجه در .arg z = θ+ ۲nπ آن�گاه باشد، z از آوندی θ اگر واق΄ در

که arg z ی΋تای مقدار .arg(z + ۲π) = arg z ͳیعن است، ۲π تناوب دوره�ی با تناوبی arg z چندمقداری تابع که کنید

مثال عنوان به است. (تک�مقداری) تابع Έی Arg z م�ͳدهیم. نشان Arg z با و گوییم z ͳاصل آوند را −π < arg z ≤ π
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۵ مختلط اعداد دستگاه

داریم

Arg (−۱) = π, Arg i =
π

۲
.

داریم است. ،|z| ͳیعن ،z قدرمطلق همان r

z = x+ iy = r cos θ + ir sin θ = r(cos θ + i sin θ).

م�ͳدهیم: نشان eiθ صورت به را cos θ + i sin θ مهم بسیار کمیت

م�ͳکنیم تعریف باشد دلخواه ͳحقیق عدد Έی θ اگر اویلر) (رابطه�ی .٧ تعریف

eiθ = cos θ + i sin θ.

ͳیعن ،θ = arg z و r = |z| آن در که نوشت، z = reiθ صورت به م�ͳتوان را z ناصفر مختلط عدد هر بنابراین

z = |z|ei arg z.

است. z از آوند Έی هم ϕ ͳیعن ،ϕ = θ+۲nπ ،n صحیح عدد Έی ازای به و ρ = r اگر تنها و اگر z = ρeiϕ آن بر علاوه

داریم مثلا م�ͳنامیم. z قطبی نمایش را z = reiθ نمایش

−۱ = eiπ, i = eiπ/۲, −i = e۳iπ/۲, ۱ + i =
√

۲eiπ/۴.

.|eiθ| =
√
cos۲ θ + sin۲ θ = ۱ داریم θ ͳحقیق عدد ازای به که کنید توجه

و |zw| = rρ = |z||w| داریم zw = reiθρeiϕ = rρei(θ+ϕ) چون .w = ρeiϕ و z = reiθ و z, w ∈ C کنید فرض

arg(zw) = arg z + argw. (١)

باشد، w از آوند Έی ϕ و z از آوند Έی θ اگر که م�ͳدارد بیان (١) رابطه�ی کنید توجه .zw = rρei(θ+ϕ) نتیجه در

(١) رابطه�ی است. w از آوند Έی و z از آوند Έی مجموع برابر ،zw آوند هر عکس بر و است zw از آوندی θ + ϕ آن�گاه

نوشت م�ͳتوان دقیق�تر طور به است، معتبر ۲π از مضربی پیمانه�ی به

arg(zw) = arg z + argw + ۲nπ, n ∈ Z

و |z۱z۲ · · · zk| = |z۱||z۲| · · · |zk| داد نشان م�ͳتوان استقرا به

arg(z۱z۲ · · · zk) = arg(z۱) + arg(z۲) + · · ·+ arg(zk).

.arg(zn) = n arg z و |zn| = |z|n داریم ویژه به

داریم و z

w
=

r

ρ
ei(θ−ϕ) آن�گاه ،w ̸= ۰ اگر صورت همین ∣∣∣به z

w

∣∣∣ = r

ρ
=

|z|
|w|

و arg(z/w) = θ − ϕ = arg z − argw.

.(eiθ)n = einθ آن�گاه باشد، مثبت صحیح عدد n اگر دموآر) (رابطه�ی .٨ قضیه

داریم قبل قضیه�ی طبق بنابراین .|z| = ۱ صورت این در .z = eiθ کنید فرض اثبات.

|zn| = |z|n = ۱ و arg(zn) = n arg(z) = nθ
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مختلط اعداد دستگاه ۶

نتیجه در

(eiθ)n = zn = |zn|ei arg(zn) = |z|nein arg z = einθ. �

شده ͳبررس بعد مثال در معادله�ها این مهم�ترین از ͳ΋ی کرد. حل C در را معادله�ها از ͳبرخ م�ͳتوان دموآر رابطه�ی از استفاده با

است.

کنند. صدق zn = ۱ معادله�ی در که بیابید را z مختلط اعداد همه�ی باشد. مثبت صحیح عدد Έی n کنید فرض .٩ مثال

داریم کند. صدق معادله در z = reiθ کنید فرض حل
ei۰ = ۱ = zn = (reiθ)n = rneinθ.

از عبارتند معادله متمایز جواب�های این�رو از است. ͳدلخواه صحیح عدد k آن در که ،nθ = ۰ + ۲kπ و rn = ۱ بنابراین

zk = e۲kπi/n, k = ۰,۱, . . . , n− ۱.

دهیم قرار اگر م�ͳآیند. دست به بالا جواب�های همان ،k ≥ n هر ازای به بنابراین .. . . ،zn+۱ = z۱ ،zn = z۰ که کنید توجه

آن�گاه باشد، معادله از جوابی ωm اگر آن بر علاوه هستند. معادله جواب�های k = ۰,۱, . . . , n−۱ ،wk آن�گاه ،ω = e۲πi/n

نتیجه در .m = nq + k و ۰ ≤ k ≤ n− ۱ که دارند وجود k و q صحیح اعداد ،n بر m تقسیم با

ωm = ωnq+k = (ωn)qωk = ωk

� است. ،k = ۰,۱, . . . , n− ۱ ،wk صورت به معادله جواب هر بنابراین و

گوییم. واحد nام اولیه�ی ریشه�ی Έی را ω = e۲πi/n گوییم. واحد nام ریشه�های را zn = ۱ معادله�ی جواب�های

کنند. صدق z۳ = i معادله�ی در که بیابید را z مختلط اعداد همه�ی .١٠ مثال

داریم i = eiπ/۲ چون کند. صدق معادله در z = reiθ کنید فرض حل
eiπ/۲ = i = z۳ = (reiθ)۳ = r۳e۳iθ.

،θ =
π

۶
+

۲kπ

۳
و r = ۱ این�رو از است. ͳدلخواه صحیح عدد k آن در که ،۳θ =

π

۲
+ ۲kπ و r۳ = ۱ بنابراین

از عبارتند معادله جواب�های رو این از .k = ۰,۱,۲

z۱ = eiπ/۶ =

√
۳

۲
+

۱

۲
i, z۲ = e۵iπ/۶ = −

√
۳

۲
+

۱

۲
i, z۳ = e۹iπ/۶ = −i.

معادله�ی جواب�های با z۳ = i معادله�ی جواب�های (−i)۳ = i چون کرد. عمل نیز زیر صورت به )م�ͳتوان
z

−i

)۳

= ۱

واحد ۳ام اولیه�ی ریشه�ی Έی ω = e۲πi/۳ آن در که ، z
−i

= ۱, ω, ω۲ از عبارتند اخیر معادله�ی جواب�های هستند. ی΋سان

� هستند. z۳ = i معادله�ی ریشه�های z = −i,−iω,−iω۲ نتیجه در است.

دهید. نشان a+ ib صورت به را (
√

۳ − i)۲(۱ + i)۵

(
√

۳ + i)۴
عبارت .١١ مثال

داریم ،
√

۳ + i = ۲eiπ/۶ و ،
√

۳ − i = ۲e−iπ/۶ ،۱ + i =
√

۲eiπ/۴ چون حل
(
√

۳ − i)۲(۱ + i)۵

(
√

۳ + i)۴
=

(۲e−iπ/۶)۲(
√

۲eiπ/۴)۵

(۲eiπ/۶)۴
=

۲۴
√

۲e−iπ/۳e۵iπ/۴

۲۴e۲iπ/۳
=

√
۲eiπ/۴ = ۱ + i
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ͳمقدمات مختلط توابع ،٧ فصل

١٣٩٣ مرداد ۶ دهم جلسه�

صورت به را مختلط نمایی تابع اویلر رابطه�ی به توجه با

ez = ex+iy = exeiy = ex cos y + iex sin y

برای چون است. اویلر رابطه�ی همان که ،eiy = cos y + i sin y آن�گاه ،x = ۰ اگر که کنید توجه م�ͳکنیم. تعریف

ex ̸= ۰ چون ویژه به .arg(ez) = y و |ez| = ex داریم مختلط اعداد قطبی نمایش به توجه با ez = exeiy ،z = x + iy

تابع خواص از دیΎر ͳبرخ اما هستند. برقرار نیز مختلط نمایی تابع برای ͳحقیق نمایی تابع خواص از ͳبرخ .ez ̸= ۰ داریم

از عبارتند نمایی تابع خواص ͳبرخ نیستد. برقرار مختلط نمایی تابع برای ͳحقیق نمایی

ez+w = ezew

ez−w = eze−w

e−w =
۱

ew

ez+۲iπ = eze۲πi = ez

در ناصفر نقطه�ی هر اما نیست. ez برد در ۰ نقطه�ی ،ez ̸= ۰ چون است. ۲πi تناوب دوره�ی با تناوبی تابع Έی ez تابع

که م�ͳیابیم طوری را z = x + iy آن�گاه باشد، مختلط صفحه�ی در ناصفری نقطه�ی w = reiθ اگر واق΄ در است. ez برد

داریم .ez = w

reiθ = w = ez = exeiy.

:y = θ و x = ln r دهیم قرار است ͳکاف پس .y − θ = ۲nπ و r = ex بنابراین

eln r+iθ = eln reiθ = reiθ = w.

شد ثابت پس

w = ez ⇐⇒ w = exeiy ⇐⇒ |w| = ex, arg(w) = y ⇐⇒ z = x+ iy = ln |w|+ i arg(w)

آن�گاه ،w = f(z) اگر بنابراین

w = f(z) ⇐⇒ z = f−۱(w) = ln |w|+ i argw

را است z ͳموهوم قسمت همان که argw باید باشد تابع f−۱ اینکه برای نیست. تابع Έی z = f−۱(w) نتیجه در

A = {z | −π < Im z ≤ π}

وارون تابع م�ͳکند تصویر C \ {۰} مجموعه�ی به Έی به Έی طور به را A مجموعه�ی f(z) = ez تابع این�کار با کنیم. محدود

توجه نامیم. مختلط ͳاریتمΎل تابع ͳاصل شاخه�ی را تابع این است. f−۱(z) = ln |z|+ iArg z ضابطه�ی دارای f(z) = ez

نوار هر به را ez تعریف دامنه�ی م�ͳتوان کنید

{z | y۰ < Im z ≤ y۰ + ۲π}

یافت. ،ͳطبیع لΎاریتم از دیΎری شاخه�های نتیجه در و ،Έی به Έی تابع و کرد محدود

٧
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ͳمقدمات مختلط توابع ٨

بیابید. f(z) = ez تابع تحت را زیر خطوط تصویر .١٢ مثال

است. ͳحقیق عدد Έی a ،x = a خط (آ)

است. ͳحقیق عدد Έی c ،y = c خط (ب)

.f(z) = ez = eaeiy داریم صورت این در باشد. x = a خط روی دلخواه نقطه�ای z = a + iy کنید فرض (آ) حل
اگر است. ea شعاع و مبدا مرکز به Γ دایره�ی Έی f(z) = ez تحت x = a خط تصویر نتیجه در و |f(z)| = ea بنابراین

دایره�ی شعاع ،ea < ۱ چون آن�گاه ،a < ۰ اگر و است واحد از بزرگتر تصویر دایره�ی شعاع ،ea > ۱ چون آن�گاه ،a > ۰

Γ دایره�ی همان f(z) تحت نیز ،−π < y ≤ π ،x = a خط پاره تصویر که کنید توجه است. واحد از کوچ�Έتر تصویر

نقاط آوندهای که است Γ دایره�ی از ͳکمان f(z) تحت −π ≤ c ≤ y ≤ d ≤ π ،x = a خط پاره تصویر هم�چنین است.

به x = a خط چپ سمت نقاط نتیجه در و ea > ex آن�گاه ،a > x اگر هستند. d و c ترتیب به کمان این انتهایی و ابتدایی

ببینید.) را ٣ (ش΋ل م�ͳشوند. تصویر دایره خارج به x = a خط راست سمت نقاط و دایره داخل

y

x

Π

-Πx=bx=a

v

uebea 1

z

w=ez

است. |w| = ea دایره�ی w = ez تحت x = a خط تصویر :٣ ش΋ل

در و f(z) = ez = exeic داریم صورت این در باشد. y = c خط روی دلخواه نقطه�ای z = x+ ic کنید فرض (ب)

نیم Έی f(z) = ez تحت y = c خط تصویر م�ͳکند، اختیار را مثبت ͳحقیق مقدار هر ex چون .arg(f(z)) = c نتیجه

ببینید.) را ۴ (ش΋ل هستند. c ثابت آوند دارای آن روی نقاط و است مختصات مبدا ابتدای با خط

y

x

iΠ

iΠ �2

-iΠ

-iΠ �2

c
d

c1

v

uc

d

c1

w=ez

است. c ≤ argw ≤ d قطاع w = ez تحت c ≤ Im z ≤ d نوار تصویر :۴ ش΋ل
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٩ مختلط نمایی توابع

ͳحقیق هذلولوی توابع شبیه مختلط هذلولوی توابع کرد. تعریف ͳراحت به م�ͳتوان را مختلط هذلولوی و ͳمثلثات توابع

م�ͳشوند: تعریف

cosh z =
ez + e−z

۲
و sinh z =

ez − e−z

۲
.

و eit = cos t + i sin t داریم باشد ͳحقیق عدد Έی t اگر که م�ͳکنیم توجه ابتدا مختلط ͳمثلثات توابع تعریف برای

بنابراین .e−it = cos t− i sin t

cos t =
eit + e−it

۲
و sin t =

eit − e−it

۲i
.

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را کسینوس و سینوس مختلط ͳمثلثات توابع مشاهده این با

cos z =
eiz + e−iz

۲
و sin z =

eiz − e−iz

۲i
.

م�ͳشوند: تعریف کسینوس و سینوس از استفاده با معمول طریق به مختلط ͳمثلثات توابع سایر

tan z =
sin z

cos z
, cot z =

cos z

sin z
, sec z =

۱

cos z
, csc z =

۱

sin z
.

داریم که کنید توجه

cos(−z) = cos z, cosh(−z) = cosh z,

sin(−z) = − sin z, sinh(−z) = − sinh z.

داریم مثلا است. برقرار جالبی روابط هذلولوی و ͳمثلثات توابع بین

cosh(iz) =
eiz + e−iz

۲
= cos z.

دست به cosh(−z) = cosh z چون .cosh(−z) = cos(iz) داشت خواهیم دهیم قرار z جای به را iz بالا عبارت در اگر

م�ͳآوریم

cos(iz) = cosh z.

داریم صورت همین به

sinh(iz) =
eiz − e−iz

۲
= i sin z, و sin(iz) = i sinh z.

مثلا م�ͳشود. انجام ͳسادگ به هذلولوی و ͳمثلثات رابطه�های از بسیاری اثبات

cosh z coshw + sinh z sinhw =
ez + e−z

۲

ew + e−w

۲
+

ez − e−z

۲

ew − e−w

۲

=
۱

۴

(
e(z+w) + e(z−w) + e(−z+w) + e−(z+w)

)
+

۱

۴

(
e(z+w) − e(z−w) − e(−z+w) + e−(z+w)

)
=

۱

۲

(
e(z+w) + e−(z+w)

)
= cosh(z + w).
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ͳمقدمات مختلط توابع ١٠

پس

cosh(z + w) = cosh z coshw + sinh z sinhw

این�رو از

cos(z + w) = cosh(i(z + w))

= cosh(iz + iw)

= cosh iz cosh iw + sinh iz sinh iw

= cos z cosw + i sin zi sinw

= cos z cosw − sin z sinw

داد نشان م�ͳتوان صورت همین به

sin(z + w) = sin z cosw + sinw cos z.

زیرا هستند. ،nπ ͳیعن متناظر، ͳمثلثات تابع ریشه�های دقیقا sin z ریشه�های

sin z = ۰ ⇐⇒ eiz − e−iz

۲i
= ۰

⇐⇒ eiz = e−iz

⇐⇒ e۲iz = ۱

⇐⇒ ۲z = ۲nπ

⇐⇒ z = nπ.

.n ∈ N ،z =
۲n− ۱

۲
π اگر تنها و اگر cos z = ۰ داد نشان م�ͳتوان صورت همین به

رابطه�های به توجه با .z = x + iy کنید فرض م�ͳیابیم. را cos z و sin z ͳموهوم و ͳحقیق قسمت�های اکنون

نوشت م�ͳتوان cos(ix) = cosh x و sin(ix) = i sinhx

sin z = sin(x+ iy) = sinx cos(iy) + sin(iy) cos x

= sinx cosh y + i cos x sinh y

هم�چنین و

cos z = cos(x+ iy) = cos x cos(iy)− sin(iy) sin x

= cosx cosh y − i sin x sinh y.

که م�ͳکند، تصویر w صفحه�ی در منحن�ͳهایی چه به را z صفحه�ی در y = c و x = a خطوط w = cos z تابع .١٣ مثال

.۰ < a ≤ π

۲
و c ̸= ۰ آن در
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١١ مختلط نمایی توابع

داریم حل

w = cos z = cos x cos(iy)− sin(iy) sinx = cos x cosh y − i sinx sinh y.

داریم y = c خط برای اکنون .w = u + iv داریم v = − sinx sinh y و u = cos x cosh y فرض با بنابراین

داریم اخیر معادله�ی از x حذف با نتیجه در .v = −(sinh c) sin x و u = (cosh c) cos x

u۲

cosh۲ c
+

v۲

sinh۲ c
= ۱

است. ͳبیض همان f(z) = cos z تحت نیز ،−π < x ≤ π ،y = c خط پاره تصویر هم�چنین است. ͳبیض Έی معادله�ی که

ببینید.) را ۵ (ش΋ل
y

xΠ-Π

C A
B=ic

v

uB'=cosh cA'=C'=- cosh c

sinh c

- sinh c

w=cos z

است. ͳبیض Έی w = cos z تحت y = c خط تصویر :۵ ش΋ل

اکنون است. ͳبیض از ͳقسمت f(z) = cos z تحت ،−π ≤ a ≤ x ≤ b ≤ π ،y = c خط پاره تصویر آن بر علاوه
y

x

x=a x=b

Π �2 Π

v

u

w=cos z

است. ͳهذلول Έی از نیمه Έی w = cos z تحت x = a خط تصویر :۶ ش΋ل

داریم اخیر معادله�ی از y حذف با نتیجه در .v = −(sin a) sinh y و u = (cos a) cosh y داریم x = a خط برای
u۲

cos۲ a
− v۲

sin۲ a
= ۱

است. ͳهذلول راست سمت نیمه نظر مورد تصویر بنابراین و u > ۰ آن�گاه ،۰ < a ≤ π

۲
اگر است. ͳهذلول Έی معادله�ی که

� ببینید.) را ۶ (ش΋ل
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ͳمقدمات مختلط توابع ١٢

خواهد C \ {۰} آن برد کنیم، محدود {z ∈ C | α < Im z ≤ α + ۲π} نوار به را f(z) = ez دامنه�ی اگر که دیدیم

ͳاریتمΎل تابع بنابراین .α ≤ arg z ≤ α + ۲π آن در که ،f−۱(z) = ln |z| + i arg z از است عبارت آن معکوس و بود

صورت به z ̸= ۰ هر ازای به را مختلط ͳطبیع

ln z = ln |z|+ i arg z

چندمقداری تابع ln z گوییم نیست. تابع ln z است، مقدار ͳنامتناه تعداد دارای arg z ،z هر ازای به چون م�ͳکنیم. تعریف

تک�مقداری) (تابع تابع Έی که م�ͳآید دست به لΎاریتم ͳاصل شاخه�ی بΎیریم نظر در را z ͳاصل آوند ،arg z جای به اگر است.

صورت به ͳطبیع لΎاریتم ͳاصل شاخه�ی واق΄ در است.

Ln z = ln |z|+ iArg z

صورت به لΎاریتم دیΎر شاخه�های م�ͳشود. تعریف

ln z = ln |z|+ iθ, θ = arg z, α < θ ≤ α + ۲π

داریم: را ln z قطبی نمایش آن�گاه ،z = reiθ اگر که کنید توجه است.

ln z = ln r + iθ.

م�ͳیابیم نقطه چند در را Ln و ln مقدار .١۴ مثال

ln i = ln |i|+ i arg i = i
(π
۲
+ ۲nπ

)
, n = ۰,±۱,±۲, . . .

Ln i = i
π

۲

ln(−۴) = ln | − ۴|+ i arg(−۴) = ln۴ + i(π + ۲nπ), n = ۰,±۱,±۲, . . .

Ln (−۴) = ln۴ + iπ

ln(−۲i) = ln | − ۲i|+ i arg(−۲i) = ln۲+i
(
−π

۲
+ ۲nπ

)
, n = ۰,±۱, . . .

Ln (−۲i) = ln۲ − i
π

۲
. �

:ͳطبیع لΎاریتم خواص

eln z = eln |z|+i arg z = eln |z|ei arg z = |z|ei arg z = z

ln ez = ln |ez|+ i arg(ez) = ln(ex) + i(y + ۲nπ) = x+ i(y + ۲nπ) = z + ۲nπi

(|eit| = | cos t+ i sin t| = ۱ کنید (توجه مثلا̈ نیست، برقرار لزوماً Ln ez = z رابطه�ی

Ln e۱+۲iπ = ln |e۱+۲i|+ iArg (e۱+۲iπ) = ۱ ̸= ۱ + ۲iπ.

زیرا ،ln(zw) = ln z + lnw داریم

ln(zw) = ln |zw|+ i arg(zw)

= ln |z|+ ln |w|+ i arg(z) + i arg(w)

= ln z + lnw.
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١٣ مختلط نمایی توابع

دقیق�تر طور به

ln(zw) = ln z + lnw + ۲nπi.

داریم مشابه طور به

ln
( z
w

)
= ln

∣∣∣ z
w

∣∣∣+ i arg
( z
w

)
= ln |z| − ln |w|+ i arg(z)− i arg(w)

= ln z − lnw.

دقیق�تر طور به

ln
( z
w

)
= ln z − lnw + ۲nπi.

مثلا̈ نیستند. برقرار لزوماً Ln برای بالا رابطه�های

Ln (i۲ · i) = Ln i۳ = Ln (−i) = ln | − i|+ iArg (−i) = ln(۱)− i
π

۲
= −π

۲
i

و

Ln i۲ + Ln i = Ln (−۱) + Ln i = ln | − ۱|+ iArg (−۱) + ln |i|+ iArg (i) = iπ + i
π

۲
.

بیابید. را Ln z تحت را A = {z ∈ C | r۱ ≤ |z| < r۲} طوقه�ی تصویر .١۵ مثال

چون و ln r۱ ≤ ln |z| < ln r۲ داشت خواهیم r۱ ≤ |z| < r۲ چون .Ln z = ln |z|+ iArg z داریم تعریف طبق حل
مستطیل Ln z تحت A تصویر بنابراین .−π < Arg z ≤ π داریم نیست، Arg z روی ͳمحدودیت

{w = u+ iv | ln r۱ ≤ u < ln r۲, −π < v ≤ π}

ببینید). را ٧ (ش΋ل است
y

x
r1

r2

v

uln r2

ln r1

iΠ

-iΠ

w=Ln z

است. −π < v ≤ π ،ln r۱ ≤ u < ln r۲ مستطیل w = Ln z تحت r۱ ≤ |z| < r۲ طوقه�ی تصویر :٧ ش΋ل

مجموعه�ی تصویر صورت همین به

{z ∈ C | r۱ ≤ |z| < r۲, −π < θ۱ ≤ Arg z ≤ θ۲ ≤ π}
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ͳمقدمات مختلط توابع ١۴

مستطیل Ln z تحت

{w = u+ iv | ln r۱ ≤ u < ln r۲, −π < θ۱ ≤ v ≤ θ۲ ≤ π}

� ببینید). را ٨ (ش΋ل است
y

x
Θ2

a

b

v

u

Θ2

Θ1

iΠ

-iΠ

w=Ln z

است. θ۱ ≤ v ≤ θ۲ ،ln a ≤ u ≤ ln b مستطیل w = Ln z تحت θ۱ ≤ θ ≤ θ۲ ،a ≤ |z| < b قطاع تصویر :٨ ش΋ل

ازای به باشد، ثابت مختلط عدد Έی α اگر کرد. تعریف را مختلط نمای م�ͳتوان نمایی تابع و لΎاریتم تابع از استفاده با

برای است. مقداری چند تابع zα م�ͳگیریم نتیجه است چندمقداری تابع ln z چون .zα = eα ln z م�ͳکنیم تعریف z ̸= ۰ هر

ͳیعن بΎیریم، نظر در را ͳاصل آوند که ͳحالت در کنیم. محدود ۲π طول به فاصله Έی در را z آوند باید تک�مقداری تابع داشتن

داریم مثال عنوان به م�ͳآید. دست به zα = eαLn z ͳاصل شاخه�ی کنیم استفاده لΎاریتم ͳاصل شاخه�ی Ln z از

ii = eiLn i = ei(ln |i|+iArg (i)) = ei(ln ۱+iπ/۲) = e−π/۲.

بیایبد. را n
√

۱ برای مم΋ن مقادیر همه�ی .١۶ مثال

داریم حل
n
√

۱ = ۱
۱
n = e

۱
n
ln ۱ = e

۱
n
(ln |۱|+i arg ۱) = e

۱
n
(۰+i۲nπ) = e

۲kπi
n .

،z = n
√

۱ دهیم قرار اگر که کنید توجه .k = ۰,۱, . . . , n−۱ ، n
√

۱ = ωk داریم آن�گاه ،ω = e
۲πi
n دهیم قرار اگر بنابراین

� است. واحد nام ریشه�های محاسبه�ی برای دیΎر روش Έی بالا روش بنابراین و zn = ۱ آن�گاه

آن�گاه باشند، مختلط اعداد β و α اگر که کنید توجه

lnαβ = ln eβ lnα = β lnα + ۲nπi

مثلا̈ زیرا نیست، برقرار لزوما Lnαβ = β lnα رابطه�ی

Ln i۳ = Ln (−i) = ln | − i|+ iArg (−i) = ln(۱)− i
π

۲
= −π

۲
i

و

۳Ln i = ۳(ln |i|+ iArg (i)) = ۳(ln(۱) + i
π

۲
) = ۳

π

۲
i
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تبدیل�هایخطͳ-کسری ،٧ فصل خلاصه

١٣٩٣ مرداد ١٢ یازدهم جلسه�

و کنیم ضمیمه را م�ͳشود داده نشان ∞ با که بی�نهایت، نقطه�ی مختلط صفحه�ی به که است مناسب توابع مطالعه�ی برای

به باشند ثابت مختلط اعداد a, b, c, d ∈ C کنید فرض بΎیریم. نظر در را C∞ = C ∪ {∞} یافته تعمیم مختلط دستگاه

تابع .ad− bc ̸= ۰ که طوری

w = T (z) =
az + b

cz + d

اگر م�ͳکنیم: تعریف یافته تعمیم مختلط صفحه�ی در را T گوییم. موبیوس تبدیل یا خطͳ-کسری تبدیل یا ͳخط دو تبدیل را

w =
az + b

cz + d
چون .T (∞) = ∞ م�ͳدهیم قرار c = ۰ اگر و T؛ (∞) =

a

c
و T

(
−d

c

)
= ∞ م�ͳدهیم قرار ،c ̸= ۰

عبارت آن وارون و است وارون�پذیر خطͳ-کسری تبدیل نتیجه در .z =
−dw + b

cw − a
نتیجه در و czw+ dw = az+ b داریم

نوشت م�ͳتوان czw + dw = az + b چون .T−۱(z) =
−dz + b

cz − a
از است

Azw +Bz + Cw +D = ۰

م�ͳشود. معلوم T (z) تابع برای ͳخط دو تبدیل نام�گذاری دلیل این�جا از و

،w۲ ،w۱ متمایز نقطه�ی سه به ترتیب به را z۳ و ،z۲ ،z۱ متمایز نقطه�ی سه که دارد وجود خطͳ-کسری تبدیل Έی دقیقا

از است عبارت خطͳ-کسری تبدیل این ضابطه�ی م�ͳکند. تصویر w۳ و
(w − w۱)(w۲ − w۳)

(w − w۳)(w۲ − w۱)
=

(z − z۱)(z۲ − z۳)

(z − z۳)(z۲ − z۱)
.

تبدبل این ضابطه�ی ،w۲ = ∞ اگر مثال عنوان به م�ͳکنیم. حذف را آن به مربوط عامل�های باشد، ∞ برابر نقاط از ͳ΋ی اگر

از است عبارت خطͳ-کسری
w − w۱

w − w۳
=

(z − z۱)(z۲ − z۳)

(z − z۳)(z۲ − z۱)
.

مثال چند
،w۱ = i نقطه�ی سه به ترتیب به را z۳ = i و ،z۲ = ۰ ،z۱ = ۱ نقطه�ی سه که بیابید خطͳ-کسری تبدیل .١٧ مثال

کند. تصویر w۳ = ∞ و ،w۲ = −۱

از است عبارت تبدیل ضابطه�ی حل
w − w۱

w۲ − w۱
=

(z − z۱)(z۲ − z۳)

(z − z۳)(z۲ − z۱)
.

بنابراین
w − i

−۱ − i
=

(z − ۱)(۰ − i)

(z − i)(۰ − ۱)

از است عبارت نظر مورد خطͳ-کسری تبدیل نتیجه در و

w =
z + i

z − i
.

١۵
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خطͳ-کسری و ͳخط تبدیل�های ١۶

،w۱ = i به z۱ = ۱ نقطه�ی w تحت چون باشد. نظر مورد خطͳ-کسری تبدیل w =
az + b

cz + d
کنید فرض دیΎر: راه

داریم م�ͳشود تصویر w۳ = ∞ به z۳ = i نقطه�ی و ،w۲ = −۱ به z۲ = ۰ نقطه�ی

i =
a+ b

c+ d
, −۱ =

b

d
, ci+ d = ۰.

بنابراین

ic+ id = a+ b, b = −d, c = id.

داریم دهیم قرار را ،id ͳیعن آن مساوی c جای به و ،−d ͳیعن آن مساوی b جای به اول معادله�ی در اگر

−d+ id = a− d

نتیجه در و a = id بنابراین و

w =
az + b

cz + d
=

idz − d

idz + d
=

iz − ۱

iz + ۱
=

z + i

z − i
. �

شود. تصویر ∞ به ۱ و بمانند ثابت i و ۲ نقاط آن تحت که بیابید خطͳ-کسری تبدیل .١٨ مثال

بنابراین شوند. تصویر w۳ = ∞ و w۲ = i ،w۱ = ۲ نقاط به ترتیب به z۳ = ۱ و z۲ = i ،z۱ = ۲ نقاط باید حل
w − ۲

i− ۲
=

(z − ۲)(i− ۱)

(z − ۱)(i− ۲)

.w =
(i+ ۱)z − ۲i

z − ۱
نتیجه در .w =

(z − ۲)(i− ۱)

z − ۱
+ ۲ م�ͳآوریم دست به و

∞ به ۱ و هستند ثابت w تحت i و ۲ چون باشد. نظر مورد خطͳ-کسری تبدیل w =
az + b

cz + d
کنید فرض دیΎر: راه

داریم م�ͳشود تصویر

۲ =
۲a+ b

۲c+ d
, i =

ia+ b

ic+ d
, c+ d = ۰.

بنابراین

۴c+ ۲d = ۲a+ b, −c+ id = ia+ b, c = −d.

داریم دهیم قرار را −c ͳیعن آن مساوی d جای به دوم و اول معادلات در اگر

۲c = ۲a+ b, (−۱ − i)c = ia+ b

نتیجه در و (۲ − i)a = (۳ + i)c داشت خواهیم کنیم کم اول معادله�ی از را دوم معادله�ی اگر

a =
۳ + i

۲ − i
c =

۵ + ۵i

۵
= (۱ + i)c.

داریم آن بر علاوه

b = ۲c− ۲a = ۲c− ۲(۱ + i)c = −۲ic.

این�رو از

w =
az + b

cz + d
=

(۱ + i)cz − ۲ic

cz − c
=

(۱ + i)z − ۲i

z − ۱
. �
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١٧ خطͳ-کسری و ͳخط تبدیل�های

م�ͳکند. تصویر دایره و خط به را دایره� و خط w = T (z) =
۱

z
خطͳ-کسری تبدیل دهید نشان .١٩ مثال

م�ͳیابیم را w ͳموهوم و ͳحقیق قسمت�های ابتدا حل

w =
۱

z
=

۱

z

z̄

z̄
=

z̄

|z|۲

=
x

x۲ + y۲
+ i

−y

x۲ + y۲
.

آن�گاه ،w = u+ iv اگر بنابراین
u =

x

x۲ + y۲

v =
−y

x۲ + y۲
.

(٢)

داریم مشابه طریق به z =
۱

w
چون آن بر علاوه

x =
u

u۲ + v۲

y =
−v

u۲ + v۲
.

(٣)

داریم (٣) یا (٢) از

x۲ + y۲ =
۱

u۲ + v۲
.

معادله�ی باشند. ثابت اعداد a, b, c, d ∈ R کنید فرض اکنون

a(x۲ + y۲) + bx+ cy + d = ۰ (۴)

تحت اکنون است. خط Έی معادله�ی a = ۰ اگر و است دایره Έی معادله�ی بالا معادله�ی a ̸= ۰ اگر م�ͳگیریم. نظر در را

معادله�ی به (۴) معادله�ی w =
۱

z

a

(
۱

u۲ + v۲

)
+ b

u

u۲ + v۲
+ c

−v

u۲ + v۲
+ d = ۰

از است عبارت w =
۱

z
تحت (٢) معادله�ی تصویر بنابراین م�ͳشود. تصویر

d(u۲ + v۲) + bu− cv + a = ۰ (۵)

:w =
۱

z
تابع تحت بنابراین است. خط Έی معادله�ی d = ۰ اگر و است دایره Έی معادله�ی بالا معادله�ی d ̸= ۰ اگر

م�ͳشود. تصویر نم�ͳگذرد مبدا از که دایره Έی به (d ̸= ۰ و a ̸= ۰) نم�ͳگذرد مبدا از که دایره Έی (آ)

م�ͳشود. تصویر نم�ͳگذرد مبدا از که خط Έی به (d = ۰ و a ̸= ۰) م�ͳگذرد مبدا از که دایره Έی (ب)

م�ͳشود. تصویر م�ͳگذرد مبدا از که دایره Έی به (d ̸= ۰ و a = ۰) نم�ͳگذرد مبدا از که خط Έی (پ)

� م�ͳشود. تصویر م�ͳگذرد مبدا از که خط Έی به (d = ۰ و a = ۰) م�ͳگذرد مبدا از که خط Έی (ت)

� م�ͳکند. تصویر خط و دایره به را خط و دایره خطͳ-کسری تبدیل هر .٢٠ قضیه
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خطͳ-کسری و ͳخط تبدیل�های ١٨

بیابید. T (z) = z − ۱

۲ − z
خطͳ-کسری تبدیل تحت را {z ∈ C | Im z ≥ ۱} ناحیه�ی تصویر .٢١ مثال

چون حل

w =
z − ۱

۲ − z
⇐⇒ ۲w − wz = z − ۱ ⇐⇒ z(−w − ۱) = −۱ − ۲w ⇐⇒ z =

۱ + ۲w

۱ + w

داریم w = u+ iv فرض با

z =
۱ + ۲w

۱ + w
=

۱ + ۲w

۱ + w
× ۱ + w

۱ + w
=

۱ + w + ۲w + ۲|w|۲

|۱ + w|۲
=

۱ + ۲u۲ + ۲v۲ + ۳u+ iv

(u+ ۱)۲ + v۲
,

بنابراین

Im z ≥ ۱ ⇐⇒ v

(u+ ۱)۲ + v۲
≥ ۱

⇐⇒ (u+ ۱)۲ + v۲ − v ≤ ۰

⇐⇒ (u+ ۱)۲ + (v − ۱

۲
)۲ ≤ ۱

۴

⇐⇒
∣∣∣∣w − (−۱ +

۱

۲
i)

∣∣∣∣۲ ≤ ۱

۴

⇐⇒
∣∣∣∣w − (−۱ +

۱

۲
i)

∣∣∣∣ ≤ ۱

۲

است. ۱
۲
شعاع و z۰ = −۱ +

۱

۲
i مرکز به بسته Έدیس Έی Έی نظر مورد ناحیه نتیجه در و

چیست؟ T (z) =
z

۱ − z
خطͳ-کسری تبدیل تحت زیر ناحیه�های تصویر .٢٢ مثال

.|z| < ۱ واحد Έدیس (آ)

.{z | |z| ≤ ۱, Re z ≥ ۰} بسته�ی Έدیس نیم (ب)

.{z | ۱ < |z| < ۲} طوقه�ی (پ)

w = T (z) پس ،T (۱) = ∞ چون م�ͳشود. تصویر خط یا دایره به خطͳ-کسری تبدیل Έی تحت دایره Έی (آ) حل
مشخص را خط این م�ͳتوانیم واحد، دایره�ی روی نقطه دو انتخاب با م�ͳکند. تصویر خط Έی به را |z| = ۱ واحد دایره�ی

|z| = ۱ واحد دایره�ی تصویر پس م�ͳشوند. تصویر −۱

۲
+

i

۲
و −۱

۲
نقاط به ترتیب به ،w تحت i و −۱ نقاط کنیم.

واحد Έدیس تصویر است، Έبه�ی�Έی و پیوسته خطͳ-کسری تبدیل چون است. Rew = −۱

۲
خط برابر w = T (z) تحت

کنیم. امتحان را نقطه Έی که است ͳکاف درست، تصویر یافتن برای است. Rew < −۱

۲
یا Rew > −۱

۲
برابر |z| < ۱

م�ͳشود. تصویر Rew>−۱

۲
به |z|<۱ پس م�ͳشود، تصویر خودش به w=T (z) تحت مبدا ͳیعن ،T (۰) = ۰ چون

م�ͳآوریم: دست به w حسب بر را z ابتدا کنیم. عمل م�ͳتوانیم نیز زیر روش به

w =
z

۱ − z
⇐⇒ w − wz = z ⇐⇒ z + wz = w ⇐⇒ z =

w

۱ + w
.
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١٩ خطͳ-کسری و ͳخط تبدیل�های

بنابراین

|z| < ۱ ⇐⇒
∣∣∣∣ w

۱ + w

∣∣∣∣ < ۱

⇐⇒ |۱ + w| < |w|

⇐⇒ |۱ + w|۲ < |w|۲

⇐⇒ (۱ + w)(۱ + w) < |w|۲

⇐⇒ ۱ + w + w + |w|۲ < |w|۲

⇐⇒ ۱ + ۲Rew < ۰

⇐⇒ ۱ + ۲Rew > −۱

۲

چون آن، بر علاوه م�ͳشود. تصویر Rew > −۱

۲
به w تحت |z| < ۱ Έدیس (آ) طبق (ب)

z =
w

۱ + w
=

w

۱ + w
× ۱ + w

۱ + w
=

w + |w|۲

|۱ + w|۲
,

داریم w = u+ iv فرض با

Re z ≥ ۰ ⇐⇒ Re (w + |w|۲) ≥ ۰

⇐⇒ u+ u۲ + v۲ ≥ ۰

⇐⇒ (u+
۱

۲
)۲ − ۱

۴
+ v۲ ≥ ۰

⇐⇒
∣∣∣∣w +

۱

۲

∣∣∣∣۲ − ۱

۴
≥ ۰

⇐⇒
∣∣∣∣w +

۱

۲

∣∣∣∣۲ ≥ ۱

۴

از است عبارت ،w =
z

۱ − z
تحت {z | |z| ≤ ۱, Re z ≥ ۰} واحد بسته�ی Έدیس نیم تصویر نتیجه }در

w | Rew ≥ −۱

۲

}
∩
{
w |
∣∣∣∣w +

۱

۲

∣∣∣∣ ≥ ۱

۲

}
.

تحت {z | |z| ≤ ۱, Im z ≥ ۰} بسته�ی Έدیس نیم م�ͳدهد نشان که م�ͳشود، تصویر Imw ≤ ۰ به Im z ≤ ۰ کنید توجه

م�ͳشود. تصویر
{
w | Rew ≥ −۱

۲
, Imw ≤ ۰

}
به w = T (z)

چون (پ)

z =
w

۱ + w
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خطͳ-کسری و ͳخط تبدیل�های ٢٠

(|۱ + w|۲ = (۱ + w)(۱ + w) = ۱ + w + w + ww = ۱ + ۲Rew + |w|۲ کنید (توجه داریم

|z| > ۱ ⇐⇒ |w|۲

|۱ + w|۲
> ۱

⇐⇒ w|۲ > |۱ + w|۲

⇐⇒ |w|۲ > ۱ + ۲Rew + |w|۲

⇐⇒ ۰ > ۱ + ۲Rew

⇐⇒ Rew < −۱

۲
,

داریم (w = u+ iv فرض (با هم�چنین و

|z| < ۲ ⇐⇒ |w|۲ < ۴|۱ + w|۲

⇐⇒ |w|۲ < ۴(۱ + ۲Rew + |w|۲)

⇐⇒ ۰ < ۴ + ۸Rew + ۳|w|۲

⇐⇒ ۰ < ۴ + ۸u+ ۳u۲ + ۳v۲

⇐⇒ ۰ <
۴

۳
+

۸

۳
u+ u۲ + v۲

⇐⇒ ۰ <
۴

۳
+ (u+

۴

۳
)۲ − ۱۶

۹
+ v۲

⇐⇒ (u+
۴

۳
)۲ + v۲ >

۴

۹

⇐⇒
∣∣∣∣w +

۴

۳

∣∣∣∣۲ >
۴

۹

⇐⇒
∣∣∣∣w +

۴

۳

∣∣∣∣ > ۲

۳

مورد ناحیه�ی نتیجه در و م�ͳشود تصویر
∣∣∣∣w +

۴

۳

∣∣∣∣ > ۲

۳
به |z| < ۲ ناحیه�ی و Rew < −۱

۲
به |z| > ۱ ناحیه�ی بنابراین

از است عبارت }نظر
w | Rew <

۱

۲

}
∩
{
w |
∣∣∣∣w +

۴

۳

∣∣∣∣ > ۲

۳

}
. �
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مختلط توابع مشتق ،٧ فصل خلاصه

١٣٩٣ مرداد ١٣ دوازدهم جلسه�

مختلط اعداد مجموعه�ی از زیرمجموعه�ای آن برد و دامنه که است ͳتابع متغیره Έی مختلط تابع Έی که م�ͳکنیم یادآوری

را مختلط تابع Έی دیΎر طرف از کرد. تعریف ͳحقیق توابع مشابه آن�را مشتق�پذیری و ͳپیوستگ و حد م�ͳتوان پس است.

برداری) تابع Έی) است ͳحقیق درایه�های با بردارها مجموعه�ی از مجموعه�ای زیر آن برد و دامنه که تابع Έی عنوان به م�ͳتوان

هم با تعریف گونه دو هر کرد. تعریف برداری توابع مشابه آن�را مشتق�پذیری و ͳپیوستگ و حد م�ͳتوان پس گرفت. درنظر

تابع، Έی حد ویژه به است. برقرار مختلط توابع حد برای برداری توابع و متغیره Έی توابع حدود مشابه قضایای هستند. معادل

Έی توابع ͳپیوستگ قضایای مشابه است. پیوسته z۰ در f(z) گوییم lim
z→z۰

f(z) = f(z۰) اگر است. ی΋تا وجود، صورت در

بر علاوه است. پیوسته مجدداً پیوسته توابع ترکیب و حاصل�ضرب تفاضل، مجموع، که داد نشان م�ͳتوان برداری توابع و متغیره

(x۰, y۰) در v(x, y) و u(x, y) اگر تنها و اگر است پیوسته z۰ = x۰ + iy۰ نقطه�ی در f(z) = u(x, y) + iv(x, y) تابع آن

باشند. پیوسته

مجموعه�ی ͳیعن ،ͳمنف ͳحقیق محور نیم روی f(z) = Arg z تابع .٢٣ قضیه

{z | Im z = ۰, Re z ≤ ۰} = {z = x+ iy | y = ۰, x ≤ ۰}

= {z | Arg z = π},

است. پیوسته نباشد، ͳمنف ͳحقیق نیم�محور روی که نقطه هر در و نیست پیوسته

صورت این در .Arg z۰ = π که باشد نقطه�ای z۰ ̸= ۰ م�ͳکنیم فرض بنابراین است. نشده تعریف ۰ در Arg z تابع اثبات.

چون

lim
z→z۰

۰<Arg z<π

Arg z = iπ

و شویم) Έنزدی z۰ به xها محور بالای نقاط از ͳیعن)

lim
z→z۰

−π<Arg z<۰

Arg z = −iπ

نیست. پیوسته z۰ در Arg z پس ندارد. وجود limz→z۰ Arg z پس شویم). Έنزدی z۰ به xها محور پایین نقاط از ͳیعن)

�

تعریف z۰ نقطه�ی ͳΎهمسای در f(z) مختط تابع اگر م�ͳشود. تعریف ͳحقیق توابع مشتق شبیه مختلط تابع Έی مشتق

حد مقدار باشد شده

lim
z→z۰

f(z)− f(z۰)

z − z۰

در f گوییم باشد، نداشته وجود بالا حد که ͳصورت در م�ͳدهیم. نشان f ′(z۰) با و گوییم z۰ در f مشتق وجود) صورت (در را

نوشت م�ͳتوان ∆z = z − z۰ فرض با کنید توجه نیست. مشتق�پذیر z۰

f ′(z۰) = lim
z→z۰

f(z)− f(z۰)

z − z۰
= lim

∆z→۰

f(z۰ +∆z)− f(z۰)

∆z
.

٢١
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مختلط� توابع مشتق ٢٢

∆w = f(z+∆z)− f(z) دادن قرار با م�ͳدهیم. نشان نیز dw
dz

با یا df
dz

با را f ′(z) آن�گاه ،w = f(z) اگر معمول مطابق

م�ͳدهیم. نشان نیز زیر حد با را z در f مشتق
dw

dz
= lim

∆z→۰

∆w

∆z
= lim

∆z→۰

f(z +∆z)− f(z)

∆z
.

زیرا است، پیوسته z۰ در f(z) آن�گاه باشد، مشتق�پذیر z۰ در f(z) اگر

lim
z→z۰

(f(z)− f(z۰)) = lim
z→z۰

f(z)− f(z۰)

z − z۰
(z − z۰) = f ′(z۰)× ۰ = ۰.

هستند. برقرار نیز مختلط توابع مورد در ͳحقیق توابع برای مشتق�گیری قواعد

صورت این در باشند. z در مشتق�پذیر توابع g و f کنید فرض .٢۴ قضیه

.(f + g)′(z) = f ′(z) + g′(z) و است مشتق�پذیر z در f + g (آ)

.(fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z) و است مشتق�پذیر z در fg (ب)

و است مشتق�پذیر z در f/g آن�گاه ،g(z) ̸= ۰ اگر (پ)

(f/g)′(z) =
f ′(z)g(z)− f(z)g′(z)

(g(z))۲
. �

و است مشتق�پذیر z در g ◦ f آن�گاه باشند، مشتق�پذیر w = f(z) در g و z در f اگر زنجیری) (قاعده�ی .٢۵ قضیه

� .(g ◦ f)′(z) = g′(f(z))f ′(z)

و f(z) از m مرتبه�ی صفر z۰ کنید فرض باشند. مشتق�پذیر z۰ در g(z) و f(z) کنید فرض هوپیتال) (قاعده�ی .٢۶ قضیه

f(z۰) = f ′(z۰) = · · · = f (m−۱)(z۰) = ۰ هرگاه گوییم f(z) مرتبه�یmاز یΈصفر را z۰) باشد. g(z) از nمرتبه�ی صفر

صورت این در (.f (m)(z۰) ̸= ۰ و

lim
z→z۰

f(z)

g(z)
=


۰ m > n

∞ m < n

f (m)(z۰)

g(m)(z۰)
m = n.

�

م�ͳکنیم. ثابت را کشͳ-ریمان معادلات به موسوم مشتق�پذیری، برای مهم و لازم شرط Έی اکنون

و شده تعریف z۰ = x۰ + iy۰ ͳΎهمسای در f(z) = u(x, y) + iv(x, y) کنید فرض ریمان) ͳکش (معادلات .٢٧ قضیه

صورت این در باشد. داشته وجود f ′(z۰)

f ′(z۰) = fx(z۰) و f ′(z۰) = −ify(z۰).

داریم را زیر معادله�های ͳموهوم و ͳحقیق قسمت�های مقایسه�ی با نتیجه در و fx(z۰) = −ify(z۰) بنابراین ux(x۰, y۰) = vy(x۰, y۰)

uy(x۰, y۰) = −vx(x۰, y۰).

دید م�ͳتوان ͳسادگ به صورت این در .∆w = f(z۰ +∆z)− f(z۰) z∆و = ∆x+ i∆y ،w = f(z) کنید فرض اثبات.

∆z → ۰ آن روی که مسیری به حد مقدار حد، ی΋تایی به بنا دارد، وجود dw

dz
= lim

∆z→۰

∆w

∆z
چون .∆w = ∆u+ i∆v که
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٢٣ مختلط� توابع مشتق

داریم ،∆z = ∆x و ∆y = ۰ ͳیعن کنیم، Έنزدی صفر به x-ها محور طول در را ∆z اگر ندارد. ͳبستگ
dw

dz
= lim

∆z→۰

∆w

∆z
= lim

∆x→۰

∆u+ i∆v

∆x
= ux(x۰, y۰) + ivx(x۰, y۰) = fx(z۰),

داریم ،∆z = i∆y و ∆x = ۰ ͳیعن کنیم، Έنزدی صفر به y-ها محور طول در را ∆z اگر و
dw

dz
= lim

∆z→۰

∆w

∆z
= lim

∆y→۰

∆u+ i∆v

i∆y
= −i(vy(x۰, y۰) + iuy(x۰, y۰)) = −ify(z۰).

� .f ′(z۰) = −ify(z۰) و f ′(z۰) = fx(z۰) بنابراین

م�ͳنویسیم زیر های صورت به را کشͳ-ریمان معادلات و کرده نظر صرف (x۰, y۰) نقطه�ی نوشتن از اختصار برای معمولا˦

fx = −ify یا

 ux = vy

uy = −vx.

آن�گاه باشند، برقرار z۰ نقطه�ی در کشͳ-ریمان معادلات اگر ͳیعن نیست، درست بالا قضیه�ی عکس که شویم متذکر است لازم

نباشد. مشتق�پذیر z۰ در f(z) است مم΋ن

است. مشتق�پذیر x = ۰ در فقط f(z) = |z|۲ تابع که دهید نشان .٢٨ مثال

نقطه�ی در f(z) کنید فرض .f(z) = u + iv صورت این در .v(x, y) = ۰ و u(x, y) = x۲ + y۲ م�ͳدهیم قرار حل
ͳیعن باشند، برقرار کشͳ-ریمان معادلات باید صورت این در باشد. مشتق�پذیر z۰ = x۰ + iy۰

ux = ۲x۰ = vy = ۰

vy = ۲y۰ = −ux = ۰

در f(z) پذیری مشتق ͳبررس برای هستند. برقرار z = ۰ در فقط کشͳ-ریمان معادلات نتیجه در .x۰ = y۰ = ۰ بنابراین و

داریم چون م�ͳکنیم. استفاده تعریف از z = ۰

f ′(۰) = lim
z→۰

f(z)− f(۰)

z − ۰
= lim

z→۰

|z|۲

z
= lim

z→۰

zz

z
= lim

z→۰
z = ۰

� .f ′(۰) = ۰ و است مشتق�پذیر z = ۰ در f(z) پس

مرتبه�ی جزیی مشتقات و شده تعریف z۰ = x۰ + iy۰ ͳΎهمسای در f(z) = u(x, y) + iv(x, y) کنید فرض .٢٩ قضیه

صدق کشͳ-ریمان معادلات در (x۰, y۰) در v و u اگر باشند. پیوسته (x۰, y۰) در و داشته وجود ͳΎهمسای آن در v و u اول

است. مشتق�پذیر z۰ در f(z) آن�گاه کند،

u(x, y) = x۲ + y۲ آن در که ،f(z) = u + iv صورت این در .f(z) = |z|۲ = x۲ + y۲ کنید فرض .٣٠ مثال

z ̸= ۰ نقطه�ی در کشͳ-ریمان معادلات بنابراین .vx = ۰ و uy = ۲y ،vy = ۰ ،ux = ۲x داریم .v(x, y) = ۰ و

نقطه�ی در کشͳ-ریمان معادلات چون دیΎر طرف از نیست. مشتق�پذیر z ̸= ۰ هر ازای به f(z) نتیجه در و نیستند برقرار

و است مشتق�پذیر z = ۰ در f پس پیوسته�اند، و موجود z = ۰ ͳΎهمسای در v و u جزیی مشتقات و هستند برقرار z = ۰

� .f ′(۰) = ux(۰, ۰) + ivx(۰, ۰) = ۰
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مختلط� توابع مشتق ٢۴

به بالا قضیه�ی از را نتیجه این م�ͳخواهیم .f ′(z) = ۲z و است مشتق�پذیر z هر ازای به f(z) = z۲ م�ͳدانیم .٣١ مثال

صورت این در .v(x, y) = ۲xy و u(x, y) = x۲ − y۲ م�ͳدهیم قرار .f(z) = x۲ − y۲ + ۲ixy داریم آوریم. دست

چون .f(z) = u+ iv ux = ۲x = vy

uy = −۲y = −vx

پیوسته�اند، و موجود نقطه هر در v و u جزیی مشتقات چون اکنون هستند. برقرار z هر ازای به کشͳ-ریمان معادلات پس

داریم و است مشتق�پذیر z نقطه�ی هر در f(z)

f ′(z) = ux + ivx = ۲x+ ۲iy = ۲(x+ iy) = ۲z. �

. d
dz

ez = ez داریم و است مشتق�پذیر جا همه در ez تابع .٣٢ مثال

چون .v(x, y) = ex sin y و u(x, y) = ex cos y آن در که ،ez = u(x, y) + iv(x, y) نوشت م�ͳتوان حل
ux = ex cos y = vy و uy = −ex sin y = −vx

پیوسته�اند، و موجود نقاط همه�ی در v و u جزیی مشتقات چون علاوه به برقرارند. صفحه نقاط همه�ی در کشͳ-ریمان معادلات

داریم و است مشتق�پذیر مختلط صفحه�ی از دلخواه نقطه�ی هر در ez تابع
d

dz
ez = ux + ivx = ex cos y + iex sin y = ez. �

تابع Έی ez تابع که دیدیم بالا مثال در باشد. مشتق�پذیر مختلط صفحه�ی نقطه�ی هر در هرگاه گوییم، تام تابع را f(z) تابع

این مشتق دید م�ͳتوان ͳسادگ به هستند. e−iz و eiz تام توابع از ͳخط ترکیب زیرا هستند، تام cos z و sin z توابع است. تام

ͳیعن است، متناظر ͳحقیق توابع شبیه توابع
d

dz
sin z = cos z و d

dz
cos z = − sin z.

داریم که کنید توجه هم�چنین هستند. e−z و ez تام توابع از ͳخط ترکیب زیرا هستند، تام نیز cosh z و sinh z توابع
d

dz
sinh z = cosh z و d

dz
cosh z = sinh z.

آن در که داریم را z = reiθ قطبی مختصات باشد. ناصفر مختلط عدد Έی z = x + iy اگر که م�ͳکنیم آوری یاد

م�ͳآوریم. دست به را قطبی مختصات در کشͳ-ریمان معادلات بعد قضیه�ی در .θ = arg z و r = |z|

با مشتق�پذیر ،r ̸= ۰ ،z = reiθ نقطه�ی در f = u+ iv کنید فرض .y = r sin θ و x = r cos θ کنید فرض .٣٣ قضیه

نتیجه در و uθ + ivθ = ir(ur + ivr) ͳیعن ،fθ = irfr صورت این در باشد. پیوسته جزیی مشتقات uθ = −rvr

vθ = rur.

.f ′(z) = − i

r
e−iθfθ و f ′(z) = e−iθfr داریم آن بر علاوه

آن�گاه ،x ∈ R آن در که ،g(x) = eix = cos x+ i sinx اگر که کنید توجه ابتدا اثبات.

g′(x) = − sinx+ i cosx = i(cosx+ i sin x) = ieix.
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٢۵ مختلط� توابع مشتق

داریم زنجیری قاعده�ی از استفاده با z = reiθ ̸= ۰ برای

fr = fzzr = f ′(z)eiθ و fθ = fzzθ = f ′(z)ireiθ.

بنابراین

f ′(z) = e−iθfr و f ′(z) =
۱

ir
e−iθfθ

ͳیعن ،fθ = irfr نتیجه در و

uθ + ivθ = ir(ur + ivr).

داریم اخیر تساوی طرف دو مقایسه�ی با

uθ = −rvr و vθ = rur. �

بالا مطلب از را نتیجه این م�ͳخواهیم .f ′(z) =
−۱

z۲
و است مشتق�پذیر z ̸= ۰ هر ازای به f(z) = ۱

z
م�ͳدانیم .٣۴ مثال

داریم .z = reiθ کنید فرض آوریم. دست به

f(z) =
۱

reiθ
=

۱

r
e−iθ.

صورت این در

fr = − ۱

r۲
e−iθ, fθ = − i

r
e−iθ

f جزیی مشتقات چون اکنون هستند. برقرار z هر ازای به کشͳ-ریمان معادلات پس .irfr =
−ir

r۲
e−iθ = fθ بنابراین و

و است مشتق�پذیر z نقطه�ی هر در f(z) پیوسته�اند، و موجود نقطه هر در

f ′(z) = e−iθfr = e−iθ−۱

r۲
e−iθ =

۱

r۲e۲iθ
=

−۱

z۲
. �

م�ͳکنیم. ͳبررس را ͳطبیع لΎاریتم تابع مشتق�پذیری اکنون

مشتق�پذیر نباشد ͳمنف ͳحقیق محور نیم روی که z نقطه�ی هر در Ln z = ln |z|+ iArg z لΎاریتم ͳاصل شاخه�ی .٣۵ قضیه

. d
dz

Ln z =
۱

z
و است

تابع این�رو از است. ͳمنف ͳحقیق نیم�محور A آن در که نیست، پیوسته A مجموعه�ی روی Arg z تابع ٢٣ قضیه�ی طبق اثبات.

Ln z قطبی نمایش z ∈ C \A برای Ln z مشتق�پذیری اثبات برای اکنون نیست. پیوسته A روی Ln z = ln |z|+ iArg z

داریم .−π < θ < π آن در که ،v(r, θ) = θ و u(r, θ) = ln r م�ͳدهیم قرار م�ͳگیریم. نظر در را

ln z = u(r, θ) + iv(r, θ) = ln r + iθ.

چون

uθ = ۰ = −rvr, و vθ = ۱ = rur

Ln z بنابراین پیوسته�اند. و موجود θ و r به نسبت v و u جزیی مشتقات آن بر علاوه برقرارند. کشͳ-ریمان معادلات پس

و است مشتق�پذیر (−π < θ < π و r > ۰ که z = reiθ هر (برای
d

dz
Ln z = e−iθ(ur + ivr) = e−iθ

(
۱

r
+ i۰

)
=

۱

reiθ
=

۱

z
. �
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مختلط� توابع مشتق ٢۶

ͳطبیع لΎاریتم از شاخه Έی ،α < θ < α+۲π و θ = arg z آن در که ،ln z = ln |z|+ iθ کنید فرض بالا قضیه�ی مشابه

است مشتق�پذیر α < arg z < α+ ۲π که z هر برای و نیست پیوسته arg z = α که z هر برای ln z صورت این در باشد.

. d
dz

ln z =
۱

z
و

نیم جز به جا همه در Ln z چون م�ͳگیریم. نظر در را f(z) = zα = eαLn z تابع باشد. ͳثابت عدد α ∈ C کنید فرض

داریم رنجیری قاعده�ی به توجه با و است چنین نیز zα تابع است، مشتق�پذیر ͳمنف ͳحقیق محور
d

dz
zα =

d

dz
eαLn z =

α

z
eαLn z = αz−۱zα = αzα−۱.

R ناحیه�ی در را f(z) باشد. مشتق�پذیر z۰ ͳΎهمسای Έی در هرگاه گوییم ͳتحلیل z۰ نقطه�ی در را f(z) تابع .٣۶ تعریف

ͳتحلیل مختلط صفحه�ی نقطه�ی هر در اگر م�ͳنامیم تام را f(z) تابع باشد. ͳتحلیل ناحیه آن نقطه�ی هر در هرگاه گوییم ͳتحلیل

باشد.

است. ثابت ͳتابع D روی f آن�گاه کند، اختیار ͳحقیق مقادیر فقط D دامنه�ی در f ͳتحلیل تابع اگر .٣٧ مثال

بنابراین uy = ۰ و ux = ۰ داریم D در کشͳ-ریمان معادلات بنابه پس .f(z) = u(x, y) + i۰ داریم فرض طبق حل
� است. ثابت ͳتابع f(z) = u(x, y)

است. ثابت ͳتابع D روی f آن�گاه باشند، ͳتحلیل D دامنه�ی در f̄ و f اگر .٣٨ مثال

داریم D در کشͳ-ریمان معادلات از استفاده با است ͳتحلیل D در f چون .f = u+ iv کنید فرض حل
ux = vy و uy = −vx.

داریم D در کشͳ-ریمان معادلات از استفاده با است ͳتحلیل D در f̄ = u− iv چون اکنون

ux = (−v)y و uy = −(−v)x.

پس

ux = −vy و uy = vx.

است. ثابت تابع D روی f رو این از هستند. D روی ثابت توابع v و u بنابراین .vx = ۰ = vy و ux = ۰ = uy نتیجه در

�

است. ثابت ͳتابع f آن�گاه باشند، ͳتحلیل D دامنه�ی در |f | و f اگر .٣٩ مثال

ͳتحلیل |f |۲ = ff̄ = c۲ پس است. ثابت ͳتابع |f | = c ،٣٧ مثال طبق است، ͳحقیق مقدار با ͳتحلیل تابع |f | چون حل
هر ازای به ،f(z) = ۰ نتیجه در و ۰ = f(z۰)f(z۰) = c۲ آن�گاه ،f(z۰) = ۰ باشیم داشته z۰ ∈ D Έی ازای به اگر است.

مثال طبق بنابه هستند ͳتحلیل D در f̄ = c۲/f و f چون اکنون .z ∈ D هر ازای به ،f(z) ̸= ۰ کنید فرض پس .z ∈ D

� است. ثابت D روی f ،٣٨

واگذار تمرین عنوان به را اثبات که م�ͳشوند، منجر ͳتحلیل توابع به ͳتحلیل توابع روی جبری اعمال م�ͳدارد بیان بعد قضیه�ی

م�ͳکنیم.
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٢٧ مختلط� توابع مشتق

هستند. ͳتحلیل z۰ در نیز ثابت، عدد k ،kf(z) و (f + g)(z) آن�گاه باشند، ͳتحلیل z۰ در g(z) و f(z) اگر .۴٠ قضیه

� است. ͳتحلیل z۰ در g ◦ f آن�گاه باشد، ͳتحلیل f(z۰) در g(z) و z۰ در f(z) اگر

هستند، ͳتحلیل f(z) = u + iv و ez توابع چون باشد. ͳتحلیل D دامنه�ی در f(z) = u + iv کنید فرض .۴١ مثال

� است. ͳتحلیل D در ef(z) = eu cos v + ieu sin v

چون است. مشتق�پذیر مرتبه�ای هر از f(z) که م�ͳبینیم بعداً باشد. ͳتحلیل D دامنه�ی در f(z) = u+ iv تابع کنید فرض

داریم مجدد مشتق�گیری با ،f ′(z) = fx

f ′′(z) = (f ′(z))x = fxx.

داریم مجدد مشتق�گیری با f ′(z) = −ify چون آن بر علاوه

f ′′(z) = −i(f ′(z))y = −fyy.

منجر زیر تعریف به مشاهدات این .vxx + vyy = ۰ و uxx + uyy = ۰ م�ͳشود نتیجه اینجا از .fxx + fyy = ۰ نتیجه در

م�ͳشود.

داشته پیوسته دوم و اول مرتبه�ی جزیی مشتقات D در اگر گوییم، همساز D دامنه�ی در را h(x, y) ͳحقیق تابع .۴٢ تعریف

کند. صدق hxx+hyy = ۰ لاپلاس معادله�ی در و باشد

و h(x, y) کنید فرض حال هستند. همساز D در v و u آن�گاه باشد، ͳتحلیل D دامنه�ی در f = u + iv اگر که دیدیم

ͳیعن کنند، صدق کشͳ-ریمان معادلات در و باشند D دامنه�ی در پیوسته دوم و اول مرتبه�ی جزیی مشتقات با تابع دو k(x, y)

در هستند. همساز D در k و h آن بر علاوه و است ͳتحلیل D در f = h+ ik تابع صورت این در .hy = −kx و hx = ky

است. h همساز مزدوج k گوییم حالت این

بیابید. وجود) صورت (در را u = y۳ − ۳x۲y همساز مزدوج .۴٣ مثال

v = v(x, y) تابع پس است. همساز ͳتابع u بنابراین .uxx + uyy = ۰ داریم uyy = ۶y و uxx = −۶y چون حل
نتیجه در .uy = −vx و ux = vy که دارد وجود vy = −۶xy

vx = −۳y۲ + ۳x۲.

v(x, y) تابع از مشتق�گیری با .v(x, y) = −۳xy۲ + h(x) داشت خواهیم بΎیریم انتگرال y به نسبت اول معادله�ی از اگر

در و h′(x) = ۳x۲ بنابراین .−۳y۲ + h′(x) = −۳y۲ + ۳x۲ م�ͳآوریم دست به دوم معادله�ی با آن مقایسه�ی و x به نسبت

� .v(x, y) = −۳xy۲ + x۳ + c این�رو از .h(x) = x۳ + c نتیجه

آن در که بیابید وجود) صورت (در را f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ͳتحلیل تابع .۴۴ مثال

u(x, y) = e−y(x cos x− y sin x).
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مختلط� توابع مشتق ٢٨

داریم حل

ux = e−y(cosx− x sinx− y cosx)

uxx = e−y(−۲ sinx− x cos x+ y sinx).

داریم همچنین

uy = −e−y(x cosx− y sinx) + e−y(− sinx)

uyy = e−y(x cos x− y sin x)− ۲e−y(− sin x).

نتیجه در .uy = −vx و ux = vy که دارد وجود v = v(x, y) تابع پس است. همساز ͳتابع u و uxx + uyy = ۰ بنابراین vy = e−y(cosx− x sin x− y cos x)

vx = e−y(x cosx− y sinx)− e−y(− sin x).

داریم بΎیریم انتگرال x به نسبت دوم معادله�ی از اگر

v(x, y) = e−y(x sin x+ y cosx) + h(y).

داریم اول معادله�ی با آن مقایسه�ی و y به نسبت v(x, y) از مشتق�گیری با

−e−y(x sin x+ y cosx) + e−y cos x+ h′(y) = e−y(cosx− x sin x− y cos x).

نتیجه در .v(x, y) = e−y(x sinx+ y cos x) + c این�رو از .h(y) = c نتیجه در و h′(y) = ۰ پس

f(z) = u+ iv

= e−y(x cos x− y sin x) + ie−y(x sin x+ y cosx) + ic

= xe−y(cosx+ i sin x) + iye−y(cosx+ i sinx) + ic

= xe−yeix + iye−yeix + ic

= zeiz + ic. �

آن در که بیابید وجود) صورت (در را f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ͳتحلیل تابع .۴۵ مثال

u(x, y) = (x۲ − y۲ + ۱)۲ − ۴x۲y۲.

داریم حل

ux = ۴x(x۲ − y۲ + ۱)− ۸xy۲ = ۴x۳ − ۱۲xy۲ + ۴x

uy = −۴y(x۲ − y۲ + ۱)− ۸x۲y = −۱۲x۲y + ۴y۳ − ۴y.

داریم (uy = −vx ،ux = vy) کشͳ-ریمان معادلات طبق

vy = ۴x۳ − ۱۲xy۲ + ۴x

vx = ۱۲x۲y − ۴y۳ + ۴y.
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٢٩ مختلط� توابع مشتق

اخیر معادله�ی از اگر .v(x, y) = ۴x۳y − ۴xy۳ + ۴xy + g(x) داریم y به نسبت اول معادله�ی از انتگرال�گیری با

داریم و g(x) = c۱ نتیجه در .g′(x) = ۰ داشت خواهیم کنیم مقایسه دوم معادله�ی با و بΎیریم مشتق x به نسبت

� .v(x, y) = ۴x۳y − ۴xy۳ + ۴xy + c۱

.Re f ′(z) = ۳x۲ − ۴y − ۳y۲ که بیابید را f(z) ͳتحلیل توابع همه�ی .۴۶ مثال

نتیجه در و f ′(z) = fx = ux + ivx صورت این در .f(z) = u+ iv کنید فرض حل
ux = Re f ′(z) = ۳x۲ − ۴y − ۳y۲.

،ux = vy) کشͳ-ریمان معادلات طبق .u(x, y) = x۳ − ۴xy − ۳xy۲ + h(y) داریم x به نسبت انتگرال�گیری با

داریم (uy = −vx

vy = ۳x۲ − ۴y − ۳y۲

vx = ۴x+ ۶xy − h′(y).

اخیر معادله�ی از مشتق�گیری با .v(x, y) = ۳x۲y − ۲y۲ − y۳ + k(x) داریم y به نسبت اول معادله�ی از انتگرال�گیری با

داریم دوم معادله�ی با آن مقایسه�ی و x به نسبت

۴x+ ۶xy − h′(y) = ۶xy + k′(x).

رابطه� این پس است، x از ͳتابع آن راست سمت و y از ͳتابع اخیر رابطه�ی چپ سمت چون .h′(y) = ۴x − k′(x) پس

رو این از .h(y) = c۱y+ c۳ و k(x) = ۲x۲ − c۱x نتیجه در .h′(y) = c۱ و ۴x− k′(x) = c۱ ͳیعن است، ͳثابت مقدار

u(x, y) = x۳ − ۴xy − ۳xy۲ + c۱y + c۳

v(x, y) = ۳x۲y − ۲y۲ − y۳ + ۲x۲ − c۱x+ c۲. �

.u − v = ex(cos y − sin y) که طوری به باشد D دامنه�ی در ͳتحلیل ͳتابع f(z) = u + iv کنید فرض .۴٧ مثال

چیست؟ f(z) تابع ضابطه�ی

.Re (۱+ i)f(z) = u−v نتیجه در و (۱+ i)f = u−v+ i(u+v) داریم if = −v+ iu و f = u+ iv چون حل
Ux = ex(cos y−sin y) داریم و U = u−v = ex(cos y−sin y)صورت این در .(۱+i)f(z) = U+iV فرضکنید

داریم (Uy = −Vx و Ux = Vy) کشͳ-ریمان معادلات طبق نتیجه در .Uy = −ex(sin y + cos y) و Vy = ex(cos y − sin y)

Vx = ex(sin y + cos y).

V (x, y) از مشتق�گیری با اکنون .V (x, y) = ex(sin y+cos y)+h(y) داریم x به نسبت دوم معادله�ی از انتگرال�گیری با

بنابراین .ex(cos y − sin y) + h′(y) = ex(cos y − sin y) داشت خواهیم اول معادله�ی با آن مقایسه�ی و y به نسبت
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مختلط� توابع مشتق ٣٠

نتیجه در .V (x, y) = ex(sin y + cos y) + c این�رو از .h(y) = c نتیجه در و h′(y) = ۰

(۱ + i)f(z) = U + iV

= ex(cos y − sin y) + iex(sin y + cos y) + ic

= ex(cos y + i sin y) + iex(cos y + i sin y) + ic

= ez + iez + ic

= (۱ + i)ez + ic.

دستگاه حل از استفاده با .f(z) = ez +
ic

۱ + i
نتیجه در u− v = ex(cos y − sin y)

u+ v = ex(sin y + cos y) + c

داریم صورت این در آورد. دست به را v و u م�ͳتوان نیز

u =
۱

۲
ex cos y +

۱

۲
c, v =

۱

۲
ex sin y +

۱

۲
c. �

همساز D در eu cos v و eu sin v آن�گاه باشد، ͳتحلیل D دامنه�ی در f(z) = u + iv تابع اگر که دهید نشان .۴٨ مثال

هستند.

نتیجه در است. ͳتحلیل D دامنه�ی در ef(z) = eu(cos v + i sin v) است، ͳتحلیل مجدداً ͳتحلیل توابع ترکیب چون حل
� هستند. همساز D در eu sin v و eu cos v ͳیعن آن ͳموهوم و ͳحقیق قسمت�های

است. همساز D در eux cos(uy) آن�گاه باشد، ͳتحلیل D دامنه�ی در f(z) = u+ iv تابع اگر که دهید نشان .۴٩ مثال

نتیجه در است. ͳتحلیل D در نیز f ′(z) = fx = ux + ivx است، ͳتحلیل D دامنه�ی در f(z) تابع چون حل
است. ͳتحلیل D در eux cos vx ͳیعن آن، ͳحقیق قسمت رو این از است. ͳتحلیل D در ef ′(z) = eux(cos vx + i sin vx)

� است. Dهمساز در eux cos vx = eux cos(−uy) = eux cosuy پس .vx = −uy داریم کشͳ-ریمان معادلات طبق

همساز D در cos(ux) sinh(uy) آن�گاه باشد، ͳتحلیل D دامنه�ی در f(z) = u + iv تابع اگر که دهید نشان .۵٠ مثال

است.

است. ͳتحلیل D در نیز if ′(z) = fy = uy + ivy نتیجه در و f ′(z) = −ify است، ͳتحلیل D در f(z) تابع چون حل
همساز D در euy cos vy ͳیعن آن، ͳحقیق قسمت پس است. ͳتحلیل D در eif ′(z) = euy(cos vy + i sin vy) این�رو از

D در −if ′(z) = −fy = −uy − ivy چون صورت همین به است. همساز D در euy cosux پس ،vy = ux چون است.

است. همساز D در e−uy cosux ،vy = ux چون است. همساز D در e−uy cos vy ͳیعن آن، ͳحقیق قسمت است، همساز

� است. همساز D در ۱

۲
euy cosux −

۱

۲
e−uy cosux = cosux sinhuy نتیجه در

D دامنه�ی در f(z) = u + iv تابع که کنید فرض بیابیم. قطبی مختصات در را لاپلاس معادله�ی م�ͳخواهیم اکنون

اگر .vxx + vyy = ۰ و uxx + uyy = ۰ ͳیعن م�ͳکنند، صدق لاپلاس معادلات در D در v و uصورت این در باشد. ͳتحلیل
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٣١ مختلط� توابع مشتق

داریم z = reiθ

frr =
∂

∂r
(eiθf ′(z)) = eiθ[eiθf ′′(z)] = e۲iθf ′′(z)

هم�چنین و

fθθ =
∂

∂θ
(ireiθf ′(z))

= ireiθ
∂

∂θ
(f ′(z)) + i۲reiθf ′(z)

= ireiθ[ireiθf ′′(z)]− reiθf ′(z)

= −r۲e۲iθf ′′(z)− rfr

= −r۲frr − rfr.

بنابراین

r۲frr + rfr + fθθ = ۰.

r۲vrr + rvr + vθθ = ۰ و r۲urr + rur + uθθ = ۰ صورت به قطبی مختصات در v و u برای لاپلاس معادلات این�رو از

هستند.

بیابید. وجود) صورت (در را u(r, θ) = ln r همساز مزدوج .۵١ مثال

تابع نتیجه در است. همساز u بنابراین .r۲urr + rur + uθθ = ۰ داریم uθθ = ۰ و urr = − ۱

r۲
،ur =

۱

r
چون حل

این�رو از .vθ = rur و uθ = −rvr که دارد وجود v = v(r, θ) −rvr = ۰

vθ = r
۱

r
.

داریم دوم معادله�ی با آن مقایسه�ی و θ به نسبت v(r, θ) از مشتق�گیری با .v(r, θ) = h(θ) که م�ͳدهد نتیجه اول معادله�ی

� .v(r, θ) = θ + c و h(θ) = θ + c نتیجه در .h′(θ) = ۱
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مختلط توابع انتگرال ،٧ فصل خلاصه

١٣٩٣ مرداد ١۴ سیزدهم جلسه�

که است مختلط صفحه�ی در z = (x, y) نقاط از مجموعه�ای C ͳمنحن Έی x = x(t)

y = y(t)

a ≤ t ≤ b

،a ≤ t ≤ b ،z(t) = x(t) + iy(t) تابع با م�ͳتوان را C ͳمنحن هستند. پیوسته�ای توابع y = y(t) و x = x(t) آن در که

C ͳمنحن است. پیوسته نیز z(t) هستند، پیوسته y(t) و x(t) چون م�ͳنامیم. C پارامتری معادله�ی را بالا معادله�ی داد. نشان

a < t < b برای C و z(a) = z(b) اگر باشد. Έی به Έی تابع z(t) ͳیعن نکند، قط΄ را خودش گاه هر گوییم ساده را

را مثبت جهت است. جهت Έی دارای ͳطبیع طور به ͳمنحن هر است. ساده بسته�ی ͳمنحن Έی C گوییم باشد، ساده ͳمنحن

لحظه�ی در که کرد تصور متحرک ذره�ی Έی حرکت مسیر م�ͳتوان را ͳمنحن م�ͳگیریم. نظر در ساعت عقربه�های خلاف در

به t = b ͳیعن ،ͳپایان لحظه�ی در و نموده حرکت به شروع آن از پس و دارد قرار z(a) = x(a) + iy(a) م΋ان در t = a

و موجود a < t < b در z′(t) = x′(t) + iy′(t) هرگاه گوییم هموار را C ͳمنحن م�ͳرسد. z(b) = x(b) + iy(b) م΋ان

،z′(t) ̸= ۰ آن بر علاوه و هستند) چپ و راست مشتق ترتیب، به مشتقات، ،t = b و t = a انتهایی نقاط (در باشد پیوسته

ابتدای به Έی هر انتهای که باشد هموار ͳمنحن تعدادی از متش΋ل هرگاه گوییم، هموار تکه�ای را C ͳمنحن .a < t < b

داشته وجود [a, b] از a = t۰ < t۱ < · · · < tn = b افراز هرگاه است هموار تکه�ای C دقیق�تر طور به است. وصل دیΎری

باشد. هموار ،k = ۱,۲, . . . , n ،[tk−۱, tk] زیرفاصله�های از Έی هر در C که باشد

ͳمنحن چند :٩ ش΋ل

،z(t) = x(t) + iy(t) پارامتری معادله با C ͳمنحن Έی طول که م�ͳکنیم یادآوری انتگرال و دیفرانسیل حساب از

م�ͳآید دست به زیر فرمول از ،a ≤ t ≤ b

L =

∫ b

a

√
[x′(t)]۲ + [y′(t)]۲ dt =

∫ b

a

|z′(t)| dt.

C۲ و C۱ اجتماع باشند. منطبق هم بر C۲ ابتدای و C۱ انتهای که طوری به باشند ͳمنحن دو C۲ و C۱ کنید فرض

و C۱ ͳمنحن پارامتری معادله�ی a ≤ t ≤ b ،z۱(t) = x۱(t) + iy۱(t) اگر واق΄ در م�ͳدهیم. نشان C۱ + C۲ با را

پارامتری معادله�ی آن�گاه ،z۱(b) = z۲(b) که باشند C۲ ͳمنحن پارامتری معادله�ی b ≤ t ≤ c ،z۲(t) = x۲(t) + iy۲(t)

٣٢
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٣٣ مختلط� توابع انتگرال

از است عبارت C۱ + C۲ ͳمنحن

z(t) =

 z۱(t), a ≤ t ≤ b

z۲(t), b ≤ t ≤ c.

a ≤ t ≤ b ،z(t) = x(t)+ iy(t) اگر واق΄ در است. مخالف جهت با C ͳمنحن همان −C ͳمنحن باشد ͳمنحن Έی C اگر

.a ≤ t ≤ b ،w(t) = z(a+ b− t) از است عبارت −C پارامتری معادله باشد C پارامتری معادله�ی

C طول در f ͳخط انتگرال صورت این در باشد. پیوسته C هموار تکه�ای ͳمنحن روی f(z) تابع کنید فرض .۵٢ تعریف

از است ∫عبارت
C

f(z) dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t) dt,

است. C برای دلخواه پارامتری معادله�ی Έی a ≤ t ≤ b ،z(t) آن در که

نظر در را C روی f(z) ͳپیوستگ (شرط باشد شده تعریف C ͳمنحن روی f(z) اگر کل�ͳتر طور به که م�ͳشویم متذکر

انجام ریمان مجموع Έی حد از استفاده با تعریف این کرد. تعریف م�ͳتوان را C طول در در f(z) انتگرال نم�ͳگیریم)،

با غالباً درس این در چون است. معادل بالا در شده ارائه تعریف با تعریف این C روی f(z) ͳپیوستگ حالت در و م�ͳشود

م�ͳکند. کفایت ما منظور برای بالا تعریف داریم کار و سر پیوسته توابع

آن�گاه باشند، پیوسته C هموار تکه�ای ͳمنحن روی g(z) و f(z) توابع اگر .۵٣ ∫قضیه
C

[f(z) + g(z)] dz =

∫
C

f(z) dz +

∫
C

g(z) dz∫
C

kf(z) dz = k

∫
C

f(z) dz, k ∈ C∫
−C

f(z) dz = −
∫
C

f(z) dz.

آن�گاه باشد، منطبق C۱ انتهای بر C۲ ابتدای و بوده پیوسته C۲ و C۱ منحن�ͳهای روی f(z) اگر ∫هم�چنین
C۱+C۲

f(z) dz =

∫
C۱

f(z) dz +

∫
C۲

f(z) dz. �

مثال چند

م�ͳآوریم. را خط و دایره پارامتری معادله�ی تابع، تعدادی ͳخط انتگرال محاسبه�ی از قبل

مبدا مرکز به |z| = R دایره�ی پارامتری معادله�ی ،۰ ≤ t ≤ ۲π ،z(t) = R cos t+ iR sin t = Reit معادله�ی .۵۴ مثال

� است. R شعاع و

روی ͳدلخواه نقطه�ی z اگر م�ͳیابیم. را م�ͳکند وصل z۲ نقطه�ی به را z۱ نقطه�ی که ͳپاره�خط پارامتری معادله�ی اکنون

نتیجه در .z = z۱ + t(z۲ − z۱) بنابراین .z − z۱ = t(z۲ − z۱) که دارد وجود t ͳحقیق عدد باشد خط

z(t) = z۱ + t(z۲ − z۱), ۰ ≤ t ≤ ۱.
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مختلط� توابع انتگرال ٣۴

دیΎری فاصله�ی م�ͳتوان ۰ ≤ t ≤ ۱ جای به .z(۱) = z۲ و z(۰) = z۱ زیرا است z۲ به z۱ از خط پاره این جهت کنید توجه

نوشت م�ͳتوان حالت این در گرفت: نظر در را a ≤ t ≤ a+ ۱ مثل

z(t) = z۱ + (t− a)(z۲ − z۱), a ≤ t ≤ a+ ۱.

از است عبارت م�ͳکند وصل هم به ترتیب، به را، z۴ و ،z۳ ،z۲ ،z۱ نقاط که ش΋سته خط معادله�ی .۵۵ مثال

z(t) =


z۱ + t(z۲ − z۱) ۰ ≤ t ≤ ۱

z۲ + (t− ۱)(z۳ − z۲) ۱ ≤ t ≤ ۲

z۳ + (t− ۲)(z۴ − z۳) ۲ ≤ t ≤ ۳. �

از ͳقسمت AB) است. ١٠ ش΋ل در داده نشان ͳمنحن C آن در که ،
∫
C

Re z dz انتگرال محاسبه�ی مطلوبست .۵۶ مثال

است.) مبدا مرکز به
√

۲ شعاع به دایره

y

x

A= 2

B=1+i

O

۵۶ مثال ͳمنحن :١٠ ش΋ل

معادله�ی که ،C = OA+AB+BO است، هموار ͳمنحن سه جم΄ C ͳمنحن .B = (۱,۱) و A = (
√

۲, ۰) داریم حل
عبارت آن پارامتری معادله�ی و است A =

√
۲ و O = ۰ نقاط بین واصل خط پاره OA خط پاره م�ͳیابیم. را آن�ها پارامتری

از است

OA : z(t) = t, ۰ ≤ t ≤
√

۲.

از است عبارت OA طول در انتگرال ∫بنابراین
OA

Re z dz =

∫ √
۲

۰

t dt =
t۲

۲

]√۲

۰

= ۱.

عبارت آن پارامتری معادله�ی پس است، B = ۱+ i نقطه�ی تا A =
√

۲ نقطه�ی از |z| =
√

۲ دایره�ی از ͳقسمت AB قطاع

از است

AB : z(t) =
√

۲eit, ۰ ≤ t ≤ π

۴
.
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٣۵ مختلط� توابع انتگرال

از است عبارت AB طول در انتگرال بنابراین

∫
AB

Re z dz =

∫ π/۴

۰

√
۲ cos t i

√
۲eit dt

= ۲i

∫ π/۴

۰

eit + e−it

۲
eit dt

= i

∫ π/۴

۰

(e۲it + ۱) dt

=

[
۱

۲
e۲it + it

]π/۴
۰

=
۱

۲
i+ i

π

۴
− ۱

۲

از است عبارت آن پارامتری معادله�ی و است O = ۰ و B = ۱ + i نقاط بین واصل خط پاره BO خط پاره نهایت در

BO : z(t) = (۱ + i) + t(۰ − (۱ + i)), ۰ ≤ t ≤ ۱

= (۱ + i)(۱ − t), ۰ ≤ t ≤ ۱.

از است عبارت BO طول در انتگرال بنابراین

∫
BO

Re z dz =

∫ ۱

۰

(۱ − t)(−(۱ + i)) dt = −
∫ ۱

۰

dt = −۱

۲
− i

۱

۲
.

نتیجه در

∫
C

Re z dz =

(∫
OA

+

∫
AB

+

∫
BO

)
f(z) dz

= ۱ +

(
۱

۲
i+ i

π

۴
− ۱

۲

)
+

(
−۱

۲
− i

۱

۲

)
= i

π

۴
. �

است. ١١ ش΋ل در شده داده نشان ͳمنحن Γ و f(z) = z̄

z
آن در که ،

∫
Γ

f(z) dz انتگرال محاسبه�ی مطلوبست .۵٧ مثال

هستند.) مبدا مرکز به
√

۲ و ۱ شعاع به دایره�های از ͳقسمت ترتیب به BC و DA)

م�ͳیابیم را آن�ها پارامتری معادله�ی که ،Γ = AB + BC + CD +DA است، هموار ͳمنحن چهار جم΄ Γ ͳمنحن حل
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مختلط� توابع انتگرال ٣۶
y

x

A=1 B= 2

C=1+i

D=
2

2
+i

2

2

۵٧ مثال در Γ ͳمنحن :١١ ش΋ل

( k =

√
۲

۲
م�ͳدهیم (قرار

AB : z(t) = t, ۱ ≤ t ≤
√

۲

BC : z(t) =
√

۲eit, ۰ ≤ t ≤ π

۴

CD : z(t) = (۱ + i) + t((k + ik)− (۱ + i)), ۰ ≤ t ≤ ۱

= (۱ + i) + t(۱ + i)(k − ۱), ۰ ≤ t ≤ ۱

= (۱ + i)(۱ + t(k − ۱)), ۰ ≤ t ≤ ۱

DA : z(t) = e(π/۴−t)i, ۰ ≤ t ≤ π

۴

از است عبارت ،AB طول در f(z) انتگرال م�ͳکنیم. محاسبه را منحن�ͳها این از Έی هر طول در انتگرال ∫و
AB

f(z) dz =

∫ √
۲

۱

dt =
√

۲ − ۱

با است برابر ،BC طول در f(z) انتگرال و

∫
BC

f(z) dz =

∫ π/۴

۰

√
۲e−it

√
۲eit

(i
√

۲eit) dt = −
√

۲e−it

]π/۴
۰

= −
√

۲(e−iπ/۴ − ۱).

از است عبارت ،CD طول در f(z) ∫انتگرال
CD

f(z) dz =

∫ ۱

۰

(۱ − i)(۱ + t(k − ۱))

(۱ + i)(۱ + t(k − ۱))
(۱ + i)(k − ۱) dt

=

∫ ۱

۰

(۱ − i)(k − ۱) dt

= (۱ − i)(k − ۱).
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٣٧ مختلط� توابع انتگرال

با است برابر ،DA طول در f(z) انتگرال نهایت ∫در
DA

f(z) dz =

∫ π/۴

۰

e−(π/۴−t)i

e(π/۴−t)i
(−ie(π/۴−t)i) dt = −e−(π/۴−t)i

]π/۴
۰

= −۱ + e−iπ/۴.

نتیجه ∫در
C

f(z) dz=

(∫
AB

+

∫
BC

+

∫
CD

+

∫
DA

)
f(z) dz

= (
√

۲−۱)−
√

۲(e−iπ/۴−۱)+(۱−i)

(√
۲

۲
−۱

)
+(−۱+e−iπ/۴). �

است B = ۱ + ۲i و ،A = ۱ ،O = ۰ رئوس با مثلث C ͳمنحن آن در که بیابید، را
∫
C

cos z dz انتگرال .۵٨ مثال

راببینید). ١٢ (ش΋ل
y

x

A=1

B=1+2i

O

۵٩ مثال در C مثلث :١٢ ش΋ل

م�ͳیابیم را آن�ها پارامتری معادله�ی که ،C = OA+ AB +BO ͳیعن است، هموار ͳمنحن سه جم΄ C ͳمنحن حل

OA : z(t) = t, ۰ ≤ t ≤ ۱

AB : z(t) = ۱ + ۲it, ۰ ≤ t ≤ ۱

BO : z(t) = (۱ + ۲i)− t(۱ + ۲i), ۰ ≤ t ≤ ۱

= (۱ + ۲i)(۱ − t)

م�ͳکنیم محاسبه را منحن�ͳها این از Έی هر طول در انتگرال ∫و
OA

cos z dz=

∫ ۱

۰

cos t dt = sin t

]۱

۰

= sin(۱)∫
AB

cos z dz=

∫ ۱

۰

cos(۱ + ۲it)(۲i) dt = sin(۱+۲it)

]۱

۰

= sin(۱+۲i)− sin(۱)∫
BO

cos z dz=

∫ ۱

۰

cos((۱+۲i)(۱−t))(−(۱+۲i)) dt = sin((۱+۲i)(۱−t))

]۱

۰

=− sin(۱ + ۲i).
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مختلط� توابع انتگرال ٣٨

نتیجه ∫در
C

cos z dz =

(∫
OA

+

∫
AB

+

∫
BO

)
cos z dz

= sin(۱) + (sin(۱ + ۲i)− sin(۱))− sin(۱ + ۲i)

= ۰. �

و بسته ͳمنحن روی و داخل در f(z) تابع اگر واق΄ در نیست. ͳتصادف مطلب این شد. صفر برابر انتگرال مقدار بالا مثال در

ͳکش قضیه�ی به موسوم مختلط آنالیز قضیه�های مهم�ترین از ͳ΋ی مطلب این .
∫
C

f(z) dz = ۰ آن�گاه باشد، ͳتحلیل C ساده�ی

است.

است. ،y ≥ ۰ ،x۲ + y۲ = ۴ بالایی نیم�دایره�ی C ͳمنحن آن در که بیابید، را
∫
C

Ln(i z)

z
dz انتگرال .۵٩ مثال

چون است. ،۰ ≤ t ≤ π ،C : z(t) = ۲eit برابر C پارامتری معادله�ی و است |z| = ۲ معادله�ی دارای C ͳمنحن حل
داریم C روی

Ln(i z) = ln |i z|+ iArg(i z) = ln |z|+ iArg(۲ie−it) = ln۲+ iArg(۲ei(−t+π/۲)) = ln۲+ i(−t+ π/۲)

.(Arg(۲ei(−t+π/۲)) = −t+ π/۲ نتیجه در و −π

۲
≤ −t+

π

۲
≤ π

۲
م�ͳگیریم نتیجه ۰ ≤ t ≤ π چون که کنید (توجه

∫پس
C

Ln(i z)

z
dz =

∫
C

ln |z|+ iArg(i z)

z
dz

=

∫ π

۰

ln۲ + i(−t+ π/۲)

۲eit
(۲ieit) dt

= i

∫ π

۰

(ln۲ − it+ iπ/۲) dt

= i

[
t ln۲ − i

t۲

۲
+ it

π

۲

]π
۰

= i

(
π ln۲ − i

π۲

۲
+ i

π۲

۲

)
= iπ ln۲
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مختلط توابع انتگرال (بخشدوم)، ٧ فصل خلاصه

١٣٩٣ مرداد ١٩ چهاردهم جلسه�

آن�گاه باشد، ͳتحلیل C ساده�ی و بسته ͳمنحن روی و داخل در f(z) تابع اگر (ͳکش (قضیه�ی .۶٠ ∫قضیه
C

f(z) dz = ۰.

که طوری به باشد داشته وجود M عدد و باشد پیوسته L طول به C هموار تکه�ای ͳمنحن روی f(z) کنید فرض .۶١ قضیه

صورت این در .z ∈ C هر برای ،|f(z)| ≤ M∣∣∣∣∫
C

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ML.

داریم است، L برابر C طول چون باشد. C برای پارامتری معادله�ی Έی a ≤ t ≤ b ،z = z(t) کنید فرض ∫∣∣∣∣اثبات.
C

f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

f(z(t))z′(t) dt

∣∣∣∣
≤

∫ b

a

|f(z(t))||z′(t)| dt

≤ M

∫ b

a

|z′(t)| dt

= ML. �

باشد، C داخل در نقطه�ای z۰ اگر باشد. ͳتحلیل C ساده�ی بسته�ی ͳمنحن روی و داخل در f(z) تابع کنید فرض .۶٢ قضیه

∫آن�گاه
C

f(z)

(z − z۰)n+۱
dz =

۲πi

n!
f (n)(z۰).

داریم بالا قضیه�ی در n = ۰ فرض با

z۰ اگر باشد. ͳتحلیل C ساده�ی بسته�ی ͳمنحن روی و داخل در f(z) تابع کنید فرض (ͳکش انتگرال (فرمول .۶٣ قضیه

آن�گاه باشد، C داخل در ∫نقطه�ای
C

f(z)

z − z۰
dz = ۲πif(z۰).

در .z ∈ C هر ازای به |f(z)| ≤ M و باشد، |z − z۰| = r دایره�ی C ͳمنحن کنید فرض (ͳکش (نامساوی .۶۴ نتیجه

صورت f∣∣این (n)(z۰)
∣∣ ≤ n!M

rn
.

داریم ͳکش انتگرال فرمول از استفاده با f∣∣اثبات. (n)(z۰)
∣∣ = n!

۲π

∣∣∣∣∫
C

f(z)

(z − z۰)n+۱
dz

∣∣∣∣ ≤ n!

۲π
M

۱

rn+۱
× ۲πr =

n!M

rn

� م�ͳکند. ثابت را ح΋م که

است. ثابت ͳتابع کران�دار و تام تابع هر که م�ͳدهد نشان بعدی نتیجه�ی

٣٩
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مختلط� توابع انتگرال ۴٠

باشد). تام تابع f(z) ͳیعن باشد، ͳتحلیل مختلط صفحه�ی همه�ی در f(z) تابع کنید فرض لیوویل) (قضیه�ی .۶۵ نتیجه

است. ثابت ͳتابع f(z) آن�گاه ،|f(z)| ≤ M ،z ∈ C هر ازای به ͳیعن باشد، مطلق ماکسیمم دارای C در f(z) اگر

داریم ͳکش نامساوی طبق اثبات.

|f ′(z)| ≤ M

r
.

� است. ثابت ͳتابع f(z) نتیجه در .z ∈ C هر ازای به ،f ′(z) = ۰ م�ͳگیریم نتیجه ،r → +∞ اگر حال

مثال چند

قضیه�ی طبق نیست، |z| = ۱ دایره�ی روی و داخل در ۲i چون نیست. ͳتحلیل ،z = ۲i در تنها z
۲ + ۱

z − ۲i
تابع (آ) .۶۶ مثال

.
∫
|z|=۱

z۲ + ۱

z − ۲i
dz = ۰ داریم ͳکش

در فقط tan z بنابراین نیست. ͳتحلیل cos z = ۰ که جایی در ͳیعن کسر مخرج ریشه�های در تنها tan z =
sin z

cos z
تابع (ب)

|z| = ۱ دایره�ی روی و داخل در نقاط این از کدام هیچ چون نیست. ͳتحلیل ،n = ۰,±۱,±۲, . . . ،z =
۲n− ۱

۲
π نقاط

.
∫
|z|=۱

tan z dz = ۰ داریم ͳکش قضیه�ی طبق نیستند،

آن�گاه ،z = x + iy اگر نیست. ͳتحلیل Re (z + ۲) ≤ ۰ و Im (z + ۲) = ۰ که ͳنقاط در تنها Ln (z + ۲) تابع (پ)

این از کدام هیچ چون نیست. ͳتحلیل x+ ۲ ≤ ۰ ،y = ۰ که ͳنقاط در تنها Ln (z + ۲) نتیجه در و z + ۲ = x+ ۲+ iy

� .
∫
|z|=۱

Ln (z + ۲) dz = ۰ داریم ͳکش قضیه�ی طبق نیستند، |z| = ۱ دایره�ی روی و داخل در نقاط

بیابید. را
∣∣∣∣∫

|z|=۲

eRe z dz

∣∣∣∣ برای بالا کران .۶٧ مثال

C ͳمنحن طول .۰ ≤ t ≤ ۲π ،z(t) = ۲ cos t + ۲ sin t از است عبارت C ͳمنحن برای پارامتری معادله�ی Έی حل
بنابراین .|eRe z| = e۲ cos t ≤ e۲ داریم eRe z = e۲ cos t چون م�ͳیابیم. را C روی |eRe z| ماکسیمم است. L = ۴π برابر

داریم قبل قضیه�ی ∫∣∣∣∣طبق
C

eRe z dz

∣∣∣∣ ≤ ML = ۴πe۲. �

است. ͳطبیع لΎارینم ͳاصل شاخه�ی Ln آن در که ، lim
R→+∞

∫
|z|=R

Ln z

z۲
dz = ۰ دهید نشان .۶٨ مثال
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۴١ مختلط� توابع انتگرال

داریم م�ͳیابیم. (R > ۱) |z| = R ͳمنحن روی را
∣∣∣∣Ln zz۲

∣∣∣∣ ماکسیمم ابتدا Ln∣∣∣∣حل zz۲

∣∣∣∣ =
|Ln z|
|z۲|

=
| ln |z|+ iArg z|

|z|۲

≤ ln |z|+ |Arg z|
|z|۲

=
lnR + π

R۲
. (|z| = R)

داریم ∫∣∣∣∣اکنون
C

Ln z

z۲
dz

∣∣∣∣ ≤ ML =
lnR + π

R۲
۲πR = ۲π

lnR + π

R
.

ح΋م آنجا از و م�ͳکند میل صفر به نیز چپ طرف پس م�ͳکند، میل صفر به بالا عبارت راست طرف R → +∞ ͳوقت چون

� م�ͳشود. ثابت

انتگرال .۶٩ ∫مثال
|z|= ۱

۳

Ln (۱ − z۲)

z(z۳ − i)(tan z − i)
dz

است. ͳطبیع لΎاریتم ͳاصل شاخه�ی Ln آن در که کنید، محاسبه را

داریم چون نیست. ͳتحلیل {z | Re z ≤ ۰, Im z = ۰} مجموعه�ی در فقط Ln تابع حل
۱ − z۲ = ۱ − (x+ iy)۲ = ۱ − x۲ + y۲ − ۲ixy

برای فقط Ln (۱ − z۲) تابع پس ۱ − x۲ + y۲ ≤ ۰

۲xy = ۰

که ۱ + y۲ ≤ ۰ م�ͳشود نتیجه اول معادله�ی از آن�گاه ،x = ۰ اگر .y = ۰ یا x = ۰ داریم دوم معادله�ی از نیست. ͳتحلیل

فقط Ln (۱ − z۲) نتیجه در .|x| ≥ ۱ م�ͳدهد نتیجه که ۱ − x۲ ≤ ۰ داریم اول معادله�ی از و y = ۰ پس ندارد. ام΋ان

نیست. ͳتحلیل {z | z = x+ iy, y = ۰, |x| ≥ ۱} مجموعه�ی روی

و هستند واحد قدرمطلق دارای z۳ − i = ۰ ریشه�های بنابراین .|z| = ۱ نتیجه در و |z۳| = |i| آن�گاه ،z۳ − i = ۰ اگر

ندارند. قرار |z| = ۱

۳
دایره�ی روی یا داخل در هیچ�کدام

نتیجه در و sin z − i cos z = ۰ داریم tan z − i = ۰ اگر م�ͳیابیم. را tan z − i = ۰ معادله�ی ریشه�های اکنون

ندارد. ریشه tan z − i = ۰ پس ندارد. ریشه اخیر معادله�ی که eiz = ۰ رو این از .e
iz − e−iz

۲i
= i

eiz + e−iz

۲

انتگرال قضیه�ی طبق بنابراین است. ͳتحلیل |z| = ۱

۳
دایره�ی روی و داخل در f(z) = Ln (۱ − z۲)

(z۳ − i)(tan z − i)
تابع پس

ͳکش∫
|z|=۱/۳

Ln (۱ − z۲)

z(z۳ − i)(tan z − i)
dz =

∫
|z|=۱/۳

f(z)

z
dz = ۲πif(۰) = ۰. �

Page 42

www.bjozve.ir


@jozve_iut

مختلط� توابع انتگرال ۴٢

انتگرال .٧٠ ∫مثال
|z−i|=۱/۲

z۲

z − i
Ln

z + ۱

z − ۱
dz

است. لΎاریتم ͳاصل شاخه�ی Ln آن در که کنید، محاسبه را

داریم نیست. ͳتحلیل {z | Re z ≤ ۰, Im z = ۰} مجموعه�ی روی فقط Ln تابع حل
z + ۱

z − ۱
=

x+ ۱ + iy

x− ۱ + iy

=
(x+ ۱ + iy)((x− ۱)− iy)

(x− ۱)۲ + y۲

=
x۲ + y۲ − ۱ − ۲iy

(x− ۱)۲ + y۲
.

آورد: دست به نیز زیر صورت به م�ͳتوان را بالا روابط

z + ۱

z − ۱
=

z + ۱

z − ۱

z − ۱

z − ۱

=
(z + ۱)(z − ۱)

|z − ۱|۲

=
|z|۲ − (z − z)− ۱

|z − ۱|۲

=
|z|۲ − ۱ − ۲iIm z

|z − ۱|۲
.

مجموعه�ی روی فقط Ln z + ۱

z − ۱
تابع پس x۲ + y۲ − ۱ ≤ ۰

−۲y = ۰

در .|x| ≤ ۱ م�ͳدهد نتیجه که x۲ − ۱ ≤ ۰ داریم اول معادله�ی از نتیجه در و y = ۰ داریم دوم معادله�ی از نیست. ͳتحلیل

مجموعه�ی روی فقط Ln z + ۱

z − ۱
تابع نتیجه

{z | z = x+ iy, y = ۰, |x| ≤ ۱}

قضیه�ی طبق بنابراین است. ͳتحلیل |z − i| = ۱

۲
دایره�ی روی و داخل در f(z) = z۲Ln

z + ۱

z − ۱
تابع پس نیست. ͳتحلیل

ͳکش ∫انتگرال
|z−i|=۱/۲

z۲

z − i
Ln

z + ۱

z − ۱
dz =

∫
|z−i|=۱/۲

f(z)

z − i
dz

= ۲πif(i)

= ۲πiLn
i+ ۱

i− ۱
.

چون اما
i+ ۱

i− ۱
=

i+ ۱

i− ۱
× −i− ۱

−i− ۱
=

−۲i

۲
= −i,
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۴٣ مختلط� توابع انتگرال

از است عبارت نظر مورد انتگرال جواب پس

۲πiLn (−i) = ۲πi(ln | − i|+ iArg (−i)) = ۲πi
(
ln۱ − i

π

۲

)
= π۲. �

|f(z)| ≤ |ez| نامساوی z ∈ C هر برای و باشد مختلط صفحه�ی تمام در ͳتحلیل تابع Έی f که کنید فرض .٧١ مثال

کنید محاسبه را زیر انتگرال مقدار ،f(۰) = i اگر باشد. ∫برقرار
C

f(z)

(z − ۱)۳
dz

است. z = ۱ شامل ساده بسته�ی ͳمنحن Έی C آن در که

قضیه�ی طبق پس است. کراندار تابع Έی e−zf(z) تام تابع نتیجه در و |e−zf(z)| ≤ ۱ داریم |f(z)| ≤ |ez| چون حل
f(۰) = i چون اکنون .f(z) = kez نتیجه در و e−zf(z) = k که دارد وجود k ثابت عدد ͳیعن است، ثابت تابع Έی لیوویل

داریم ͳکش انتگرال قضیه�ی طبق م�ͳکنیم. محاسبه را انتگرال مقدار حال f(z) = iez م�ͳشود ∫نتیجه
C

f(z)

(z − ۱)۳
dz =

۲πi

۲!
f ′′(۱) = πi(ie) = −πe.
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آن کاربردهای و لوران سری اول)، (قسمت ٧ فصل خلاصه

١٣٩٣ مرداد ٢٠ پانزدهم جلسه

و عددی سری�های و دنباله�ها مفاهیم و داد تعمیم م�ͳتوان ͳراحت به را ͳحقیق ͳتوان و عددی سری�های و دنباله�ها مفاهیم

عبارت کرد. تعریف را مختلط ͳتوان

g(z) =
∞∑
n=۰

an(z − z۰)
n = a۰ + a۱(z − z۰) + a۲(z − z۰)

۲ + · · ·

بالا سری اگر نامیم. z۰ حول ͳتوان سری Έی را هستند، مختلط اعداد anها و است ثابت مختلط عدد Έی z۰ آن در که

است مشتق�پذیر R در مرتبه�ای هر از g که دید م�ͳتوان ͳسادگ به آن�گاه باشد، همΎرا R : |z − z۰| < r Έدیس در

نامیم. م�Έلورن سری را z۰ = ۰ نقطه�ی حول تیلور سری نامیم. z۰ حول g تیلور سری را بالا سری .an =
g(n)(z۰)

n!
از است عبارت آن همΎرایی ناحیه�ی و ͳهندس سری است. ͳهندس سری تیلور) (سری�های ͳتوان سری�های مهم�ترین از ͳ΋ی

۱

۱ − z
=

∞∑
n=۰

zn = ۱ + z + z۲ + z۳ + · · · , |z| < ۱.

چون که م�ͳکنیم مطلب این دیدن برای

۱ − zn+۱ = (۱ − z)(۱ + z + z۲ + · · ·+ zn)

داریم
۱

۱ − z
=

۱ − zn+۱

۱ + z + z۲ + · · ·+ zn
.

داریم lim
n→+∞

zn+۱ = ۰ ،|z| < ۱ برای چون آن بر علاوه

۱

۱ − z
=

∞∑
n=۰

zn = ۱ + z + z۲ + z۳ + · · · , |z| < ۱.

است. واگرا |z| ≥ ۱ برای ͳهندس سری که دید م�ͳتوان ͳسادگ به

دارند وجود مرتبه�ای هر از f مشتقات آن�گاه باشد، ͳتحلیل z۰ نقطه�ی در f(z) مختلط تابع اگر که م�ͳکند بیان بعد قضیه�ی

است. همΎرا f(z) به z۰ حول Έدیس Έی در f تیلور سری و

z۰ مرکز به ،|z − z۰| ≤ r بسته�ی Έدیس (روی به |z − z۰| = r دایره�ی روی و داخل در f(z) تابع کنید فرض .٧٢ قضیه

داریم (|z − z۰| < r که z هر ازای به ͳیعن) دایره این داخل در z هر ازای به صورت این در باشد. (ͳتحلیل r۰ شعاع و

f(z) =
∞∑
n=۰

an(z − z۰)
n, (z۰ حول تیلور (سری

نامیم.) تابع م�Έلورن سری را z۰ = ۰ نقطه�ی حول تیلور (سری .an =
f (n)(z۰)

n!
آن در که

داریم ͳکش انتگرال فرمول طبق که کنید توجه

an =
f (n)(z۰)

n!
=

۱

۲πi

∫
C

f(z)

(z − z۰)n+۱
dz,

است. |z − z۰| < r Έدیس در واق΄ و z۰ حول ͳدلخواه ساده بسته�ی ͳمنحن C آن در که

۴۴
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۴۵ آن کاربردهای و لوران سری

صورت به f بسط آن�گاه باشد، ͳتحلیل z۰ نقطه�ی از غیر به |z − z۰| < r Έدیس نقاط همه�ی در f(z) تابع اگر حال

شده�اند. تعیین ها an بعد قضیه�ی در م�ͳشوند. ظاهر f بسط در نیز ͳمنف توان�های ͳیعن است، f(z) =
+∞∑

n=−∞

an(z − z۰)
n

م�ͳکند. تبعیت شد ذکر بالا در که ͳکش انتگرال فرمول از an که م�ͳکند بیان بعد قضیه�ی در واق΄ در

در باشد. ͳتحلیل ،۰ ≤ R۱ < R۲ آن در که ،{z | R۱ < |z − z۰| < R۲} طوقه�ی در f(z) تابع کنید فرض .٧٣ قضیه

داریم طوقه این در z هر برای صورت این

f(z) =
+∞∑

n=−∞

an(z − z۰)
n

= · · ·+ a−۲

(z − z۰)۲
+

a−۱

(z − z۰)
+ a۰ + a۱(z − z۰) + a۲(z − z۰)

۲ + · · · ,

م�ͳآیند دست به زیر رابطه�ی از an ضرایب و

an =
۱

۲πi

∫
C

f(z)

(z − z۰)n+۱
dw, n = ۰,±۱,±۲, . . . ,

R۱ < |z−z۰| < R۲ طوقه�ی در f لوران سری را سری این دارد. قرار طوقه در که است z۰ حول دلخواه ͳمنحنΈیC آن در که

گوییم.

مثال چند

بیابید. شده داده نقطه�ی حول ͳتوان سری صورت به را زیر عبارت�های ͳهندس سری از استفاده با .٧۴ مثال

.z۰ = ۰ حول ۱

۱ + ۳z۲
(الف)

.z۰ = ۰ حول ۱

(z + ۲i)(z − i)
(ب)

.z۰ = ۲i حول ۱

۱ + z
(ج)

ͳهندس سری در (الف) حل
۱

۱ − w
=

∞∑
n=۰

wn, |w| < ۱

:−۳z۲ م�ͳدهیم قرار w جای به

۱

۱ + ۳z۲
=

∞∑
n=۰

(−۳z۲)n, | − ۳z۲| < ۱

=
∞∑
n=۰

(−۱)n۳nz۲n, |z| < ۱√
۳
.

م�ͳکنیم: تجزیه جزیی کسرهای به را کسر ابتدا (ب)
۱

(z + ۲i)(z − i)
=

i

۳(z + ۲i)
− i

۳(z − i)
.
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آن کاربردهای و لوران سری ۴۶

داریم م�ͳیابیم. ͳهندس سری و گیری فاکتور از استفاده با را کسرها از کدام هر متناظر ͳتوان سری اکنون

i

۳(z + ۲i)
=

i

۶i(۱ − iz/۲)

=
۱

۶

∞∑
n=۰

(
iz

۲

)n

,

∣∣∣∣iz۲
∣∣∣∣ < ۱

=
۱

۶

∞∑
n=۰

in

۲n z
n, |z| < ۲

و

−i

۳(z − i)
=

−i

−۳i(۱ + iz)

=
۱

۳

∞∑
n=۰

(−iz)n, | − iz| < ۱

=
۱

۳

∞∑
n=۰

(−۱)ninzn, |iz| < ۱.

بنابراین

۱

(z + ۲i)(z − i)
=

i

۳(z + ۲i)
− i

۳(۲i+ z)

=
۱

۶

∞∑
n=۰

in

۲n z
n +

۱

۳

∞∑
n=۰

(−۱)ninzn, |z| < ۱

=
۱

۳

∞∑
n=۰

[
in

۲n+۱ + (−۱)nin
]
zn, |z| < ۱.

نوشت م�ͳتوان ͳهندس سری از استفاده با z۰ = ۲i حول تابع بسط برای (ج)

۱

۱ + z
=

۱

۱ + ۲i+ z − ۲i

=
۱

(۱ + ۲i)

[
۱ +

z − ۲i

۱ + ۲i

]
=

۱

(۱ + ۲i)

∞∑
n=۰

(
−z − ۲i

۱ + ۲i

)n

,

∣∣∣∣−z − ۲i

۱ + ۲i

∣∣∣∣ < ۱

=
∞∑
n=۰

(−۱)n

(۱ + ۲i)n+۱
(z − ۲i)n, |z − ۲i| <

√
۵. �

رابیابید. زیر توابع لوران Έم سری .٧۵ مثال

.tan−۱ z (ب) ۱

(۱ − z)۲
(الف)
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۴٧ آن کاربردهای و لوران سری

داشت خواهیم بΎیریم مشتق ۱

۱ − z
=

∞∑
n=۰

zn ͳهندس سری از اگر (الف) حل

۱

(۱ − z)۲
=

∞∑
n=۰

nzn−۱ =
∞∑
n=۱

nzn−۱ =
∞∑
n=۰

(n+ ۱)zn.

م�ͳگیریم: اولیه تابع ۱

۱ + z۲
=

∞∑
n=۰

(−۱)nz۲n لوران Έم سری از (ب)

tan−۱ z =
∞∑
n=۰

(−۱)n
z۲n+۱

۲n+ ۱
+ c.

� م�ͳآید. دست به c = ۰ بالا عبارت در z = ۰ دادن قرار با

که دید م�ͳتوان ͳسادگ به

sin z =
∞∑
n=۰

(−۱)n

(۲n+ ۱)!
z۲n+۱ = z − ۱

۳!
z۳ +

۱

۵!
z۵ − · · · , z ∈ C

cos z =
∞∑
n=۰

(−۱)n

(۲n)!
z۲n = ۱ − ۱

۲!
z۲ +

۱

۴!
z۴ − · · · , z ∈ C

ez =
∞∑
n=۰

۱

n!
zn = ۱ + z +

۱

۲
z۲ +

۱

۳!
z۳ + · · · , z ∈ C

در م�ͳآید. دست به متناظر ͳحقیق توابع تیلور بسط دهیم، قرار را x ͳحقیق عدد ،z جای به اگر بالا بسط�های در کنید توجه

z۰ = x۰ در متناظر مختلط تابع اگر و باشد x۰ حول f(x) ͳحقیق تابع تیلور سری f(x) =
∞∑
n=۰

an(x − x۰)
n اگر واق΄

.f(z) =
∞∑
n=۰

an(z − z۰)
n از است عبارت z۰ حول f(z) تیلور سری آن�گاه باشد، ͳتحلیل

بیابید. را eiz تابع لوران Έم سری .٧۶ مثال

داریم دهیم قرار را iz مقدار z جای به ez =
∞∑
n=۰

۱

n!
zn لوران Έم بسط در اگر (الف) حل

eiz =
∞∑
n=۰

۱

n!
(iz)n =

∞∑
n=۰

in

n!
zn.

م�ͳگیریم: اولیه تابع ۱

۱ + z۲
=

∞∑
n=۰

(−۱)nz۲n لوران Έم سری از (ب)

tan−۱ z =
∞∑
n=۰

(−۱)n
z۲n+۱

۲n+ ۱
+ c.

� م�ͳآید. دست به c = ۰ بالا عبارت در z = ۰ دادن قرار با

کنید. توجه زیر مثال�های به آورد. دست به تیلور سری از م�ͳتوان را لوران سری معمولا˦
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بیابید. شده داده نقطه�ی حول را زیر توابع لوران سری .٧٧ مثال

.z۰ = ۰ حول e۱/z (الف)

.z۰ = ۰ حول sin(۱/z) (ب)

.z۰ = −i حول ۱

۱ + z۲
(ج)

م�ͳدهیم. قرار ۱

z
مقدار z جای به ،ez =

∞∑
n=۰

۱

n!
zn لوران Έم بسط در (الف) حل

e۱/z =
∞∑
n=۰

۱

n!zn
= ۱ +

۱

z
+

۱

۲!z۲
+ · · · , z ̸= ۰.

م�ͳدهیم. قرار ۱

z
مقدار z جای به ،sin z =

∞∑
n=۰

(−۱)n

(۲n+ ۱)!
z۲n+۱ لوران Έم بسط در (ب)

sin

(
۱

z

)
=

∞∑
n=۰

(−۱)n

(۲n+ ۱)!z۲n+۱

=
۱

z
− ۱

۳!z۳
+ · · · , z ̸= ۰.

م�ͳکنیم عمل زیر صورت به ͳهندس سری از استفاده برای (ج)

۱

۱ + z۲
=

۱

z + i

۱

z − i

=
۱

z + i

۱

−۲i+ (z + i)

=
۱

z + i

۱

−۲i

∞∑
n=۰

(
z + i

۲i

)n

, ۰ <

∣∣∣∣z + i

۲i

∣∣∣∣ < ۱

= −
∞∑
n=۰

(z + i)n−۱

(۲i)n+۱
, ۰ < |z + i| < ۲

=
−۱

۲i(z + i)

∞∑
n=۱

(z + i)n−۱

(۲i)n+۱
, ۰ < |z + i| < ۲. �

بیابید. زیر دامنه�های در را f(z) = ۱

(z − ۱)(z − ۳)
تابع لوران سری .٧٨ مثال

.(z۰ = ۱ حول لوران (سری ۰ < |z − ۱| < ۲ (الف)

.(z۰ = ۳ حول لوران (سری ۰ < |z − ۳| < ۲ (ب)

.(z۰ = ۰ حول لوران (سری ۱ < |z| < ۳ (ج)

.(z۰ = ۰ حول لوران (سری |z| > ۳ (د)

Page 49

www.bjozve.ir


@jozve_iut

۴٩ آن کاربردهای و لوران سری

م�ͳکنیم استفاده ͳهندس سری از و نوشته مناسب صورت به را کسر z۰ حول f لوران سری یافتن برای (الف) حل

f(z) =
۱

z − ۱

۱

z − ۳

=
۱

z − ۱

−۱

۲ − (z − ۱)

=
۱

z − ۱

−۱

۲(۱ − (z − ۱)/۲)

=
۱

z − ۱

−۱

۲

∞∑
n=۰

(
z − ۱

۲

)n

,

∣∣∣∣z − ۱

۲

∣∣∣∣ < ۱

= −
∞∑
n=۰

۱

۲n+۱ (z − ۱)n−۱, |z − ۱| < ۲.

م�ͳکنیم محاسبه (الف) مشابه (ب)

f(z) =
۱

z − ۳

۱

z − ۱

=
۱

z − ۳

۱

۲ + (z − ۳)

=
۱

z − ۳

۱

۲(۱ + (z − ۳)/۲)

=
۱

z − ۳

۱

۲

∞∑
n=۰

(−۱)n
(
z − ۳

۲

)n

,

∣∣∣∣z − ۳

۲

∣∣∣∣ < ۱

=
∞∑
n=۰

(−۱)n

۲n+۱ (z − ۳)n−۱, |z − ۳| < ۲.

م�ͳکنیم تجزیه جزیی کسرهای به را f(z) ابتدا (ج)

f(z) =
۱

(z − ۱)(z − ۳)

=
۱

۲(z − ۳)
− ۱

۲(z − ۱)
.

لوران سری مناسب نحو به ͳهندس سری از استفاده با باشد، برقرار ۱ < |z| < ۳ رابطه�ی م�ͳخواهیم که این به توجه با اکنون

م�ͳیابیم را f

f(z) =
۱

۲(z − ۳)
− ۱

۲(z − ۱)

= −۱

۶

۱

۱ − z/۳
− ۱

۲z

۱

۱ − ۱/z

= −۱

۶

∞∑
n=۰

( z
۳

)n
− ۱

۲z

∞∑
n=۰

(
۱

z

)n

,
∣∣∣ z
۳

∣∣∣ < ۱,

∣∣∣∣۱z
∣∣∣∣ < ۱

= −۱

۲

∞∑
n=۰

zn

۳n+۱ − ۱

۲

∞∑
n=۰

۱

zn+۱
, |z| < ۳, |z| > ۱.
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م�ͳکنیم محاسبه (ج) قسمت مشابه (د)

f(z) =
۱

۲(z − ۳)
− ۱

۲(z − ۱)

=
۱

۲z

۱

۱ − ۳/z
− ۱

۲z

۱

۱ − ۱/z

=
۱

۲z

∞∑
n=۰

(
۳

z

)n

− ۱

۲z

∞∑
n=۰

(
۱

z

)n

,

∣∣∣∣۳z
∣∣∣∣ < ۱,

∣∣∣∣۱z
∣∣∣∣ < ۱

=
۱

۲

∞∑
n=۰

۳n

zn+۱
− ۱

۲

∞∑
n=۰

۱

zn+۱
, |z| > ۳, |z| > ۱. �
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١٣٩٣ مرداد ٢١ شانزدهم جلسه

در باشد. ͳتحلیل ،۰ ≤ R۱ < R۲ آن در که ،{z | R۱ < |z − z۰| < R۲} طوقه�ی در f(z) تابع اگر که م�ͳکنیم یادآوری

داریم طوقه این در z هر برای ͳیعن است، طوقه این در لوران سری داری f صورت این

f(z) =
+∞∑

n=−∞

an(z − z۰)
n

= · · ·+ a−۲

(z − z۰)۲
+

a−۱

(z − z۰)
+ a۰ + a۱(z − z۰) + a۲(z − z۰)

۲ + · · · ,

آن در که

an =
۱

۲πi

∫
C

f(z)

(z − z۰)n+۱
dw, n = ۰,±۱,±۲, . . . ,

دارد. قرار طوقه در که است z۰ حول دلخواه ͳمنحن Έی C آن در که

م�ͳآید: دست به (z − z۰)
−۱ =

۱

z − z۰
ضریب n = −۱ دهیم قرار اگر اکنون

a−۱ =
۱

۲πi

∫
C

f(z) dz.

طوری به باشد z۰ حول ͳدلخواه ساده بسته�ی ͳمنحن C و باشد ͳتحلیل z۰ از غیر به z۰ ͳΎهمسایΈی در f(z) تابع اگر بنابراین

آن�گاه باشد، ͳتحلیل (z۰ از غیر (به C روی و داخل در f(z) ∫که
C

f(z) dz = ۲πia−۱.

بالا شرایط تحت پس م�ͳدهیم. نشان Res {f(z); z = z۰} با و گوییم z۰ در f(z) مانده�ی را a−۱ ∫مقدار
C

f(z) dz = ۲πiRes {f(z); z = z۰}.

داد: تعمیم زیر صورت به م�ͳتوان را مطلب این

ͳمنحن Έی C اگر نباشد. ͳتحلیل zk ،. . . ،z۲ ،z۱ نقطه�ی ͳمتناه تعداد در f(z) کنید فرض مانده�ها) (قضیه�ی .٧٩ قضیه

آن�گاه ،(j = ۱, . . . , k ،zj از غیر (به باشد ͳتحلیل C روی و داخل در f(z) که طوری به باشد نقاط این شامل ∫بسته
C

f(z) dz = ۲πi
k∑

j=۱

Res {f(z); z = zj}.

برای بیابیم. را تابع لوران سری همواره که ندارد ͳلزوم ͳتحلیل غیر نقطه�ی Έی در تابع Έی مانده�ی محاسبه�ی برای

هرگاه گوییم، f(z) تنهای تکین نقطه�ی را z۰ نقطه�ی م�ͳکنیم: دسته�بندی نوع سه به را ͳتحلیل غیر نقاط مطلب این دیدن

تنهای تکین نقاط z = ۰,±i مثال عنوان به باشد. ͳتحلیل (z۰ جز (به z۰ ͳΎهمسای Έی در ͳول نباشد ͳتحلیل z۰ در f(z)

تکین نقطه�ی z۰ کنید فرض قطب. و ،ͳبرداشتن ،ͳاساس دارند: وجود تنها تکین نقطه�ی نوع سه هستند. f(z) =
۱

z(z۲ + ۱)
f(z) لوران بسط در اگر باشد. f(z) تنهای

f(z) =
+∞∑

n=−∞

an(z − z۰)
n

۵١
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تکین نقطه�ی ،z = ۰ نقطه�ی مثلا گوییم. f(z) ͳبرداشتن تکین نقطه�ی را z۰ باشد، نداشته وجود z − z۰ ͳمنف توان z۰ حول

زیرا است، f(z) = sin z

z
تابع ͳبرداشتن

sin z

z
=

۱

z

∞∑
n=۰

(−۱)nz۲n+۱

(۲n+ ۱)!
=

∞∑
n=۰

(−۱)nz۲n

(۲n+ ۱)!

z۰ کنید توجه است. ͳتحلیل z = ۰ در حاصل تابع f(z) = ۱ تعریف با اینجا در واق΄ در ندارد. وجود z برای ͳمنف توان

f(z۰) باشد f(z) ͳبرداشتن تکین نقطه�ی z۰ که ͳحالت در باشد. داشته وجود lim
z→z۰

f(z) اگر تنها و اگر است ͳبرداشتن تکین

است. ͳتحلیل z۰ در حالت این در f(z) و م�ͳکنیم تعریف lim
z→z۰

f(z) برابر را

تکین نقطه�ی z۰ گوییم باشد، داشته وجود ͳمنف توان با (z − z۰)
n جمله ͳنامتناه تعداد z۰ حول f(z) لوران بسط در اگر

زیرا است، e۱/z ͳاساس نقطه�ی Έی z۰ = ۰ نقطه�ی مثال عنوان به است. f(z) ͳاساس

e۱/z =
∞∑
n=۰

۱

n!zn
= ۱ +

۱

z
+

۱

۲z۲
+

۱

۳!z۳
+ · · · .

lim
z→z۰

(z−z۰)
mf(z)) نباشد ͳتحلیلm ∈ N هر ازای به ،(z−z۰)

mf(z) اگر تنها و اگر است ͳاساس تکین نقطه�ی z۰ واق΄ در

باشد). نداشته وجود

f(z)قطبΈی z۰ گوییم باشد، داشته وجود ͳمنف توان با (z−z۰)
n جمله ͳمتناه تعداد z۰ حول f(z) لوران بسط در اگر

z۰ حول f(z) لوران سری ͳیعن ،a−(m+۱) = a−(m+۲) = · · · = ۰ و a−m ̸= ۰ که دارد وجود m عدد حالت این در است.

است زیر صورت به

f(z) =
a−m

(z − z۰)m
+

a−(m−۱)

(z − z۰)m−۱
+ · · ·+ a−۱

z − z۰
+

∞∑
n=۰

an(z − z۰)
n.

کنید توجه است. f(z) ساده�ی قطب z۰ گوییم m = ۱ اگر ویژه به است. f(z) از m مرتبه�ی قطب z۰ گوییم حالت این در

داشته وجود lim
z→z۰

(z − z۰)
mf(z)) باشد ͳتحلیل z۰ در (z − z۰)

mf(z) اگر تنها و اگر است f(z) mاز مرتبه�ی قطب z۰ که

مثال عنوان به باشد). نداشته وجود lim
z→z۰

(z − z۰)
kf(z)) نباشد ͳتحلیل z۰ در ،k < m برای ،(z − z۰)

kf(z) ͳول باشد)

ندارند وجود ،lim
z→۰

z۲f(z) و ،lim
z→۰

zf(z) ،lim
z→۰

f(z) حدهای زیرا است، f(z) = sinh z

z۴
از ۳ مرتبه�ی قطب Έی z۰ = ۰

.lim
z→۰

z۳f(z) = lim
z→۰

sinh z

z
= ۱ و

آن�گاه باشد، f(z) تابع برای m مرتبه�ی قطب z۰ اگر .٨٠ قضیه

Res {f(z); z = z۰} =
۱

(m− ۱)!
lim
z→z۰

dm−۱

dzm−۱
[(z − z۰)

mf(z)] .

صورت این در .m = ۱ کنید فرض ویژه به

.Res {f(z); z = z۰} = lim
z→z۰

(z − z۰)f(z) (الف)

و h(z۰) = ۰ ،g(z۰) ̸= ۰ طوری�که به هستند ͳتحلیل z۰ در h(z) و g(z) توابع آن در که ،f(z) =
g(z)

h(z)
اگر (ب)

.Res {f(z); z = z۰} =
g(z۰)

h′(z۰)
آن�گاه ،h′(z۰) ̸= ۰

است زیر صورت به ۰ < |z − z۰| < r طوقه�ی Έی در f(z) لوران سری اثبات.

f(z) =
∞∑

n=−m

an(z − z۰)
n.
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داریم .g(z) = (z − z۰)
mf(z) کنید فرض

g(z) = (z − z۰)
mf(z) =

∞∑
n=−m

an(z − z۰)
n+m =

∞∑
j=۰

aj−m(z − z۰)
j.

داریم j = ۰,۱,۲, . . . برای نتیجه در و است ͳتحلیل تابع Έی g(z) پس

aj−m =
g(j)(z۰)

j!
= lim

z→z۰

g(j)(z)

j!
.

داریم j = m− ۱ برای ویژه به

a−۱ =
g(m−۱)(z۰)

(m− ۱)!
= lim

z→z۰

g(m−۱)(z)

(m− ۱)!
.

آن�گاه ،f(z) = g(z)

h(z)
و m = ۱ اگر هم�چنین .a−۱ = lim

z→z۰

g(z) = lim
z→z۰

(z − z۰)f(z) آن�گاه ،m = ۱ اگر حال

a−۱ = lim
z→z۰

(z − z۰)f(z) = lim
z→z۰

(z − z۰)
g(z)

h(z)
= lim

z→z۰

g(z)

h(z)− h(z۰)

z − z۰

=
g(z۰)

h′(z۰)
. �

مثال چند

نم�ͳکند قط΄ را z = i که است ساده بسته�ی ͳمنحن C آن در که بیابید، را زیر انتگرال مقدار .٨١ مثال

I =

∫
C

e۱/(z−i) dz.

دارد. وجود حالت دو پس نیست. ͳتحلیل z = i در فقط f(z) = e۱/(z−i) تابع حل
حالت این در است. ͳتحلیل C ͳمنحن روی و داخل در f(z)صورت این در باشد. C ͳمنحن از خارج z = i اول: حالت

.I = ۰ ͳکش قضیه�ی به بنا

.I = ۲πiRes {f(z); z = i} داریم مانده�ها قضیه�ی طبق صورت این در باشد. C ͳمنحن داخل z = i حالتدوم:

م�ͳدهیم قرار را ۱

z − i
مقدار z جای به ez =

∞∑
n=۰

۱

n!
zn سری در بیابیم. را f(z) لوران بسط در ۱

z − i
ضریب باید بنابراین

e۱/(z−i) =
∞∑
n=۰

۱

n!(z − i)n
.

بنابراین .Res {f(z); z = i} = ۱ ͳیعن است، ۱ برابر بسط این در ۱

z − i
ضریب

I =

∫
C

e۱/(z−i) dz = ۲πi. �

نم�ͳکند قط΄ را z = −i که است ساده بسته�ی ͳمنحن C آن در که بیابید، را زیر انتگرال مقدار .٨٢ مثال

I =

∫
C

ez/(z+i) dz.

دارد. وجود حالت دو پس نیست. ͳتحلیل z = −i در فقط f(z) = ez/(z+i) تابع حل
این در است. ͳتحلیل C ͳمنحن روی و داخل در f(z) صورت این در باشد. C ͳمنحن از خارج z = −i اول: حالت

.I = ۰ ͳکش قضیه�ی به بنا حالت
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.I = ۲πiRes {f(z); z = −i} داریم مانده�ها قضیه�ی صورتطبق این در باشد. C ͳمنحن داخل z = −i حالتدوم:

i کسر صورت در ابتدا z = −i حول f(z) لوران سری یافتن برای بیابیم. را f(z) لوران بسط در ۱

z + i
ضریب باید بنابراین

م�ͳکنیم استفاده ex لوران Έم سری از سپس و م�ͳکنیم کم و اضافه را

ez/(z+i) = e(z+i−i)/(z+i)

= e۱− i
z+i

= ee−i/(z+i)

= e

∞∑
n=۰

۱

n!

(
−i

z + i

)n

= e

∞∑
n=۰

(−i)n

n!(z + i)n
.

بنابراین .Res {f(z); z = −i} = −ie ͳیعن است، −ie برابر بسط این در ۱

z + i
ضریب

I =

∫
C

ez/(z+i) dz = ۲πi(−ie) = ۲πe. �

است z = ۲ شامل ساده بسته�ی ͳمنحن Έی C بیابید، را زیر انتگرال مقدار .٨٣ مثال

I =

∫
C

zez/(z−۲) dz.

قضیه�ی طبق است، C ͳمنحن درون z = ۲ چون نیست. ͳتحلیل z = ۲ نقطه�ی در فقط f(z) = zez/(z−۲) تابع حل
ضریب این یافتن برای بیابیم. را f(z) لوران بسط در ۱

z − ۲
ضریب باید بنابراین .I = ۲πiRes {f(z); z = ۲} مانده�ها

م�ͳکنیم عمل قبل مثال مشابه

zez/(z−۲) = ze(z−۲+۲)/(z−۲)

= ze۱+ ۲
z−۲

= e((z − ۲) + ۲)e۲/(z−۲)

= e((z − ۲) + ۲)
∞∑
n=۰

۱

n!

(
۲

z − ۲

)n

= e((z − ۲)+۲)

(
۱+

۲

z − ۲
+

۴

۲(z − ۲)۲
+

۸

۶(z − ۲)۳
+· · ·

)

بنابراین .Res {f(z); z = ۲} = ۶e ͳیعن است، e(۲ + ۴) = ۶e برابر بسط این در ۱

z − ۲
ضریب

I =

∫
C

zez/(z−۲) dz = ۲πi(۶e) = ۱۲πie. �

است z = ۱ شامل ساده بسته�ی ͳمنحن C بیابید، را زیر انتگرال مقدار .٨۴ مثال

I =

∫
C

zez/(z−۱)۲ dz.
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قضیه�ی طبق است، C ͳمنحن درون z = ۲ چون نیست. ͳتحلیل z = ۱ نقطه�ی در فقط f(z) = zez/(z−۱)۲ تابع حل
ضریب این یافتن برای بیابیم. را f(z) لوران بسط در ۱

z − ۱
ضریب باید بنابراین .I = ۲πiRes {f(z); z = ۱} مانده�ها

م�ͳکنیم عمل قبل مثال مشابه

zez/(z−۱)۲ = ze
z−۱+۱
(z−۱)۲

= ((z − ۱) + ۱)e
۱

z−۱
+ ۱

(z−۱)۲

= ((z − ۱) + ۱)e۱/(z−۱)e۱/(z−۱)۲

= ((z − ۱) + ۱)

(
∞∑
n=۰

۱

n!

(
۱

z − ۱

)n
)(

∞∑
n=۰

۱

n!

(
۱

(z − ۱)۲

)n
)

=

(
∞∑
n=۰

۱

n!

۱

(z − ۱)n−۱

)(
∞∑
n=۰

۱

n!

۱

(z − ۱)۲n

)
+(

∞∑
n=۰

۱

n!

۱

(z − ۱)n

)(
∞∑
n=۰

۱

n!

۱

(z − ۱)۲n

)

=

[
(z − ۱) + ۱ +

۱

۲!

۱

z − ۱
+ · · ·

] [
۱ +

۱

(z − ۱)۲
+

۱

۲!

۱

(z − ۱)۴
+ · · ·

]
+[

۱ +
۱

z − ۱
+

۱

۲!

۱

(z − ۱)۲
+ · · ·

] [
۱ +

۱

(z − ۱)۲
+

۱

۲!

۱

(z − ۱)۴
+ · · ·

]
= · · ·+

(
۱ +

۱

۲
+ ۱

)
۱

z − ۱
+ · · ·

بنابراین .Res {f(z); z = ۲} =
۵

۲
ͳیعن است، ۵

۲
برابر بسط این در ۱

z − ۱
ضریب

I =

∫
C

zez/(z−۲) dz = ۵πi. �

کنید محاسبه را زیر انتگرال .٨۵ ∫مثال
|z|=۱

ez

tan z
dz.

در فقط f(z) پس هستند. ͳتحلیل جا همه sin z و ez cos z توابع .f(z) =
ez

tan z
=

ez cos z

sin z
م�ͳدهیم قرار حل

در f(z) تابع پس .k = ۰,±۱,±۲, . . . ،z = ۲kπ از عبارتند معادله این ریشه�های نیست. ͳتحلیل sin z = ۰ ریشه�های

f(z) ساده�ی قطب z = ۰ نقطه�ی ،lim
z→۰

zf(z) = ۱ چون .z = ۰ نقطه�ی جز به است ͳتحلیل |z| = ۱ ͳمنحن روی و داخل

مانده�ها قضیه�ی طبق نتیجه در .Res {f(z); z = ۰} = ۱ و ∫است
C

f(z) dz = ۲πiRes {f(z); z = ۰} = ۲πi. �

کنید. محاسبه را
∫
|z|=۱

ez − ۱

۱ − cos z
dz انتگرال� .٨۶ مثال

مخرج ریشه��های در تنها f تابع پس هستند، ͳتحلیل نقاط همه�ی در f(z) = ez − ۱

۱ − cos z
تابع مخرج و صورت چون حل
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چون نیست. ͳتحلیل کسر

cos z = ۱ ⇐⇒ eiz + e−iz

۲
= ۱

⇐⇒ eiz + e−iz = ۲

⇐⇒ e۲iz + ۱ − ۲eiz = ۰

⇐⇒ (eiz − ۱)۲ = ۰

⇐⇒ eiz = ۱

⇐⇒ z = ۲nπ, n = ۰,±۱,±۲, . . .

ریشه�های م�ͳتوانیم نیز زیر صورت به است. ͳتحلیل |z| = ۱ ͳمنحن روی و داخل در z = ۰ نقطه�ی در به�جز f(z) پس

چون بیابیم. را cos z = ۱

cos z = cos(x+ iy) = cosx cos iy − sin x sin iy = cos x cosh y − i sinx sinh y

پس

cos z = ۱ ⇐⇒ cos x cosh y − i sin x sinh y = ۱ ⇐⇒ cosx cosh y = ۱, sin x sinh y = ۰

cosh y = (−۱)k داریم cos x cosh y = ۱ از آن�گاه ،x = kπ اگر .y = ۰ یا x = nπ م�ͳشود نتیجه sin x sinh y = ۰ از

.x = ۲nπ م�ͳدهد نتیجه که cos x = ۱ داریم cos x cosh y = ۱ از آن�گاه ،y = ۰ اگر .y = ۰ و k = ۲n م�ͳدهد نتیجه که

قطب یا ͳبرداشتن تکین z۰ = ۰ آیا که م�ͳکنیم تعیین اکنون هست. نیز کسر صورت از ریشه�ای z۰ = ۰ که کنید توجه

هوپیتال) قاعده�ی از (استفاده چون است.

lim
z→۰

f(z) = lim
z→۰

ez − ۱

۱ − cos z
= lim

z→۰

ez

sin z
ندارد) (وجود

lim
z→۰

zf(z) = lim
z→۰

z(ez − ۱)

۱ − cos z
= lim

z→۰

ez + zez − ۱

sin z
= lim

z→۰

۲ez + zez

cos z
= ۲

و است f ساده�ی قطب z = ۰ پس

Res {f(z); z = ۰} = ۲

∫بنابراین
|z|=۱

ez − ۱

۱ − cos z
dz = ۲πiRes {f(z); z = ۰} = ۲πi× ۲ = ۴πi.

کنید. محاسبه را
∫
|z|=۱

۱ − e۲z

z۴
dz انتگرال� .٨٧ مثال

کسر مخرج ریشه��های در تنها f تابع پس هستند، ͳتحلیل نقاط همه�ی در f(z) = ۱ − e۲z

z۴
تابع مخرج و صورت چون حل

آیا که م�ͳکنیم تعیین اکنون است. ͳتحلیل |z| = ۱ ͳمنحن روی و داخل در z = ۰ نقطه�ی در به�جز f(z) پس نیست. ͳتحلیل
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چون است. قطب یا ͳبرداشتن تکین z۰ = ۰

lim
z→۰

z۲f(z) = lim
z→۰

۱ − e۲z

z۲
ندارد) (وجود

lim
z→۰

z۳f(z) = lim
z→۰

۱ − e۲z

z
= lim

z→۰

−۲e۲z

۱
= −۲

نتیجه در و است f ساده�ی ۳ مرتبه�ی قطب z = ۰ پس

Res {f(z); z = ۰} =
۱

۲
lim
z→۰

d۲

dz۲
z۳f(z)

=
۱

۲
lim
z→۰

d۲

dz۲

۱ − e۲z

z

=
۱

۲
lim
z→۰

d

dz

−۲ze۲z − z(۱ − e۲z)

z۲

=
۱

۲
lim
z→۰

۲ + e۲z (−۲ + ۴z − ۴z۲)

z۳
= −۸

۶
.

∫بنابراین
|z|=۱

۱ − e۲z

z۴
dz = ۲πiRes {f(z); z = ۰} = ۲πi× (−۸

۳
) = −۱۶

۳
πi.

بیابیم: لوران سری از استفاده با را z۰ = ۰ در f مانده�ی م�ͳتوانیم است، پرزحمت قدر بالا مشتق�گیری�های این�که به توجه با

۱ − e۲z

z۴
=

۱

z۴

(
۱ −

∞∑
n=۰

(۲z)n

n!

)
= − ۱

z۴

(
۲z

۱!
+

۲۲z۲

۲!
+

۲۳z۳

۳!
+ · · ·

)
= −۲۳

۳!

۱

z
+ · · ·

.−۲۳

۳!
= −۸

۶
با است برابر z۰ = ۰ در f مانده�ی بنابراین

کنید. محاسبه را
∫
|z|=۱

۱

z۲(ez − ۱)
dz انتگرال .٨٨ مثال

چون نیست. ͳتحلیل کسر مخرج ریشه��های در f(z) = ۱

z۲(ez − ۱)
تابع حل

ez − ۱ = ۰ ⇐⇒ ez = ۱ ⇐⇒ z = ۲nπi, n = ۰,±۱,±۲, . . .

چون م�ͳیابیم. z۰ = ۰ در را f(z) مانده�ی است. ͳتحلیل |z| = ۱ دایره�ی روی و داخل در z۰ = ۰ نقطه�ی جز به f تابع پس

قطب z۰ = ۰ ،lim
z→۰

z۳f(z) = ۱ (چون است f سوم مرتبه�ی قطب z۰ = ۰ پس است کسر مخرج سوم مرتبه�ی صفر z۰ = ۰
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بنابراین است). f(z) برای ۳ مرتبه�ی

Res {f(z); z = ۰} =
۱

۲
lim
z→۰

d۲

dz۲
z۳f(z) =

۱

۲
lim
z→۰

d۲

dz۲

z

ez − ۱

=
۱

۲
lim
z→۰

d

dz

ez − ۱ − zez

(ez − ۱)۲

=
۱

۲
lim
z→۰

(−zez)(ez − ۱)۲ − ۲ez(ez − ۱)(ez − ۱ − zez)

(ez − ۱)۴

=
۱

۲
lim
z→۰

(−zez)(ez − ۱)− ۲ez(ez − ۱ − zez)

(ez − ۱)۳

=
۱

۲
lim
z→۰

−ze۲z + zez − ۲e۲z + ۲ez + ۲ze۲z

(ez − ۱)۳

=
۱

۲
lim
z→۰

ze۲z + zez − ۲e۲z + ۲ez

(ez − ۱)۳

=
۱

۲
lim
z→۰

e۲z + ۲ze۲z + ez + zez − ۴e۲z + ۲ez

۳ez(ez − ۱)۲

=
۱

۲
lim
z→۰

−۳ez + z + ۲zez + ۳

۳(ez − ۱)۲

=
۱

۲
lim
z→۰

۱ − ez + ۲ezz

۶ez(ez − ۱)
=

۱

۲
lim
z→۰

ez + ۲ezz

۱۲e۲z − ۶ez

=
۱

۱۲
.

∫پس
|z|=۱

۱

z۲(ez − ۱)
dz = ۲πi

۱

۱۲
=

πi

۶
.

تابع بر ۱ تقسیم از استفاده با را z۰ = ۰ در f مانده�ی م�ͳتوانیم است، پرزحمت قدر بالا مشتق�گیری�های این�که به توجه با

بیابیم. z۲(ez − ۱) = z۲

(
z − z۲

۲!
+

z۳

۳!
+ · · ·

)
= z۲ − z۴

۲!
+

z۵

۳!
+ · · ·

است. ͳتحلیل |z − ۱| = ۲ دایره�ی روی و داخل در f(z) تابع کنید، محاسبه را
∫
|z−۱|=۲

f(z)

z
dz̄ انتگرال .٨٩ مثال

،z(t) = ۱ + ۲eit از است عبارت ،|z − ۱| = ۲ دایره�ی ͳیعن ،۲ شعاع و z = ۱ مرکز به دایره پارامتری معادله�ی حل
که م�ͳگیریم نتیجه dz = ۲ieit dt چون .۰ ≤ t ≤ ۲π

dz̄ = −۲ie−itdt = −۲i
eit

e۲it
dt = − dz(

z − ۱

۲

)۲ .

رو این ∫از
|z−۱|=۲

f(z)

z
dz̄ = −۴

∫
|z−۱|=۲

f(z)

z

dz

(z − ۱)۲
.

نقاط این در g(z) مانده�ی هستند. g(z) =
f(z)

z(z − ۱)۲
تابع دوم مرتبه�ی قطب z = ۱ نقطه�ی و ساده قطب z = ۰ نقطه�ی
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م�ͳکنیم محاسبه را

Res {g(z); z = ۰} = lim
z→۰

zg(z) = f(۰)

Res {g(z); z = ۱} = lim
z→۱

d

dz
[(z − ۱)۲]g(z) = lim

z→۱

d

dz

f(z)

z
= f ′(۱)− f(۱).

داریم مانده�ها قضیه�ی طبق ∫بنابراین
|z−۱|=۲

f(z)

z
dz̄ = −۴

∫
|z−۱|=۲

f(z)

z

dz

(z − ۱)۲

= (−۴)۲πi(Res {f(z); z = ۰}+Res {f(z); z = ۱})

= −۸πi[f(۰) + (f ′(۱)− f(۱))].

کنید. محاسبه را
∫
|z|=۲

۱

z − ۱
sin

۱

z
dz انتگرال .٩٠ مثال

f(z) مانده�ی ابتدا است. f(z) = ۱

z − ۱
sin

۱

z
ساده�ی قطب z = ۱ نقطه�ی و ͳاساس تکین نقطه�ی z = ۰ نقطه�ی حل

م�ͳیابیم z = ۱ در را

Res {f(z); z = ۱} = lim
z→۱

(z − ۱)f(z) = sin۱.

م�ͳکنیم استفاده z = ۰ در آن مانده یافتن برای f(z) لوران بسط از اکنون

۱

z − ۱
sin

۱

z
= −

(
∞∑
n=۰

zn

)(
∞∑
n=۰

(−۱)n

(۲n+ ۱)!z۲n+۱

)

= −(۱ + z + z۲ + · · · )
(

۱

z
− ۱

۳!z۳
+

۱

۵!z۵
− · · ·

)
.

(−۱)n

(۲n+ ۱)!z۲n+۱
صورت به دوم سری از جمله�ای در اول سری از z۲n صورت به جمله هر ضرب ،n = ۰,۱,۲, . . . هر ازای به

از است عبارت بالا حاصل�ضرب در ۱

z
ضریب پس م�ͳدهد. دست به را ۱

z
از ضریبی

−
(

۱ − ۱

۳!
+

۱

۵!
− · · ·

)
= −

∞∑
n=۰

(−۱)n

(۲n+ ۱)!
= − sin۱.

داریم مانده�ها قضیه�ی طبق ∫بنابراین
C

f(z) dz = ۲πi(Res {f(z); z = ۰}+Res {f(z); z = ۱})

= ۲πi[sin۱ − sin۱]

= ۰. �
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ͳانتگرال�هایحقیق محاسبه�ی ،٧ فصل

١٣٩٣ مرداد ٢۶ هفدهم جلسه�

به
∫ +∞

−∞
f(x) dx صورت به ناسره انتگرال Έی باشد، پیوسته (−∞,+∞) در f(x) تابع اگر که م�ͳکنیم یادآوری

∫صورت +∞

−∞
f(x) dx = lim

R→−∞

∫ ۰

−R

f(x) dx+ lim
R→+∞

∫ R

۰

f(x) dx

داریم آن�گاه باشد، زوج تابع Έی f(x) اگر که کنید توجه باشند. داشته وجود بالا حد دو این�که بر مشروط م�ͳشود، تعریف

.
∫ +∞

۰

f(x) dx =
۱

۲
lim

R→+∞

∫ R

−R

f(x) dx بنابراین و
∫ ۰

−R

f(x) dx =

∫ R

۰

f(x) dx =
۱

۲

∫ R

−R

f(x) dx

توابع ناسره�ی انتگرال م�ͳخواهیم هستند. چندجمله�ای q(x) و p(x) آن در که است، p(x)
q(x)

صورت به ͳتابع گویا تابع Έی

ابتدا روش این تشریح برای بیابیم. مانده�ها قضیه�ی از استفاده با را
∫ +∞

−∞

p(x)

q(x)
dx صورت به ∫گویا +∞

۰

dx

x۲ + ۱
=

۱

۲

∫ +∞

−∞

dx

x۲ + ۱

به نظر مورد انتگرال مقدار بΎیریم انتگرال ͳحقیق محور تمام امتداد در f(z) =
۱

z۲ + ۱
تابع از اگر م�ͳکنیم. محاسبه را

ͳیعن م�ͳآید، دست

lim
R→∞

∫
γR

f(z) dz =

∫ +∞

−∞
f(x) dx,

CR آن در که م�ͳگیریم، نظر در را ΓR = CR + γR بسته�ی ͳمنحن است. −R ≤ x ≤ R ،y = ۰ خط پاره ،γR آن در که

این در ببیند). را ١٣ (ش΋ل R > ۱ و است −R ≤ x ≤ R ،y = ۰ خط پاره γR و ،|z| = R دایره�ی از بالایی دایره�ی نیم

y

x

R-R

i

CR

ΓR

.R > ۱ ،ΓR = CR + γR بسته�ی ͳمنحن :١٣ ش΋ل

z = i در f(z) مانده�ی است. f(z) ساده�ی قطب نقطه این و است ΓR داخل در z = i قطب Έی تنها دارای f(z) صورت

از است عبارت

Res {f(z), z = i} = lim
z→i

(z − i)
۱

z۲ + ۱
= lim

z→i

۱

z + i
=

۱

۲i
=

−i

۲
.

۶٠
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۶١ ͳحقیق انتگرال�های محاسبه�ی

داریم مانده�ها قضیه�ی طبق این�رو ∫از
ΓR

f(z) dz = ۲πiRes {f(z), z = i} = π.

مثلث نامساوی w و z مختلط عدد دو هر ازای به که م�ͳکنیم یادآوری

||z| − |w|| ≤ |z ± w| ≤ |z|+ |w|

داریم z ∈ CR هر برای چون اکنون م�ͳکنیم. استفاده ادامه در نامساوی این از داریم. را

|z۲ + ۱| ≥ |z|۲ − ۱ = R۲ − ۱

داشت خواهیم z ∈ CR هر ازای به

|f(z)| = ۱

|z۲ + ۱|
≤ ۱

R۲ − ۱
.

داریم ۶١ قضیه�ی طبق نتیجه ∫∣∣∣∣در
CR

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ۱

R۲ − ۱
πR.

آنجا از و م�ͳکند میل صفر به نیز چپ طرف پس م�ͳکند، میل صفر به بالا عبارت راست طرف R → +∞ ͳوقت چون اکنون

که م�ͳشود نتیجه

lim
R→∞

∫
CR

f(z) dz = ۰.

رو این از

π = lim
R→∞

∫
ΓR

f(z) dz

= lim
R→∞

(∫
CR

f(z) dz +

∫
γR

f(z) dz

)
= lim

R→∞

∫ R

−R

f(x) dx

=

∫ +∞

−∞

۱

x۲ + ۱
dx.

م�ͳآوریم. ناسره انتگرال�های محاسبه�ی از بیشتری مثال�های ادامه در

انتگرال محاسبه�ی مطلوبست .٩١ ∫مثال +∞

۰

x۲

x۴ + ۱
dx.

CR آن در که ،ΓR = CR + γR ͳمنحن طول در آن ͳخط انتگرال و م�ͳگیریم نظر در را f(z) =
z۲

z۴ + ۱
تابع حل

م�ͳکنیم. محاسبه را ببیند) را ١۴ (ش΋ل است −R ≤ x ≤ R ،y = ۰ خط پاره γR و ،|z| = R دایره�ی از بالایی نیم�دایره�ی

دارند. قرار ΓR داخل در z = e۳iπ/۴ و z = eiπ/۴ قطب دو است. ±e۳iπ/۴ و ±eiπ/۴ ساده�ی قطب چهار دارای f(z) تابع
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ͳحقیق انتگرال�های محاسبه�ی ۶٢

م�ͳکنیم محاسبه را نقاط این در f(z) مانده�ی

Res {f(z); z = eiπ/۴} =
(eiπ/۴)۲

۴(eiπ/۴)۳
=

۱

۴
e−iπ/۴ =

۱ − i

۴
√

۲

Res {f(z); z = ei۳π/۴} =
(e۳iπ/۴)۲

۴(e۳iπ/۴)۳
=

۱

۴
e−۳iπ/۴ = −۱ + i

۴
√

۲

مانده�ها قضیه�ی طبق ∫بنابراین
C

f(z) dz = ۲πi(Res {f(z); z = eiπ/۴}+Res {f(z); z = ei۳π/۴})

= ۲πi

(
۱ − i

۴
√

۲
− ۱ + i

۴
√

۲

)
= ۲πi

−i

۲
√

۲

=
π√
۲

داریم z ∈ CR هر برای چون اکنون

|z۴ + ۱| ≥ |z|۴ − ۱ = R۴ − ۱

داشت خواهیم z ∈ C هر برای

|f(z)| = z۲

|z۴ + ۱|
≤ R۲

R۴ − ۱
.

نتیجه ∫∣∣∣∣در
ΓR

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ R۲

R۴ − ۱
πR.

آنجا از و م�ͳکند میل صفر به نیز چپ طرف پس م�ͳکند، میل صفر به بالا عبارت راست طرف R → +∞ ͳوقت چون اکنون

که م�ͳشود نتیجه

lim
R→∞

∫
ΓR

f(z) dz = ۰.

رو این از

π√
۲

= lim
R→∞

∫
C

f(z) dz

= lim
R→∞

(∫
ΓR

f(z) dz +

∫
γR

f(z) dz

)
= lim

R→∞

∫ R

−R

f(x) dx

=

∫ +∞

−∞

x۲

x۴ + ۱
dx.

.
∫ +∞

۰

۱

x۴ + ۱
dx =

π

۲
√

۲
نتیجه در
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۶٣ ͳحقیق انتگرال�های محاسبه�ی

انتگرال محاسبه�ی مطلوبست .٩٢ ∫مثال +∞

−∞

x۲

(x۲ + ۱)۲(x۲ + ۲x+ ۲)
dx.

که ،ΓR = CR + γR ͳمنحن طول در آن ͳخط انتگرال و گرفته نظر در را f(z) = z۲

(z۲ + ۱)۲(z۲ + ۲z + ۲)
تابع حل

(ش΋ل است R >
√

۲ و است −R ≤ x ≤ R ،y = ۰ خط پاره γR و ،|z| = R دایره�ی از بالایی نیم�دایره�ی CR آن در

دو دارای f(z) همچنین است؛ z = −i و z = i در دوم مرتبه�ی قطب دو دارای f(z) تابع م�ͳکنیم. محاسبه را ببیند) را ١۴
y

x

R-R

i
-1+i

CR

ΓR

.٩٢ مثال در ،R >
√

۲ ،ΓR = CR + γR بسته�ی ͳمنحن :١۴ ش΋ل

در f(z) مانده�ی دارند. قرار ΓR داخل در −۱ + i و i قطب�ها این از است. z = −۱ − i و z = −۱ + i در ساده قطب

م�ͳکنیم محاسبه را نقاط این

Res {f(z); z = i} = lim
z→i

d

dz
[(z − i)۲f(z)] = − ۳

۲۵
+

۹

۱۰۰
i

Res {f(z); z = −۱ + i} = lim
z→−۱+i

(z − (−۱ + i))f(z) =
۳

۲۵
− ۴

۲۵
i.

مانده�ها قضیه�ی طبق ∫بنابراین
C

f(z) dz = ۲πi(Res {f(z); z = i}+Res {f(z); z = −۱ + i})

= ۲πi

(
− ۳

۲۵
+

۹

۱۰۰
i+

۳

۲۵
− ۴

۲۵
i

)
=

۷π

۵۰

داریم z ∈ CR هر برای چون اکنون

|z۲ + ۲z + ۲| = |z − (−۱ + i)||z − (−۱ − i)|

≥ (|z| − | − ۱ + i|)(|z| − | − ۱ − i|)

= (|z| −
√

۲)(|z| −
√

۲)

= (R−
√

۲)(R−
√

۲)

= (R−
√

۲)۲
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ͳحقیق انتگرال�های محاسبه�ی ۶۴

و

|z۲ + ۱| ≥ |z|۲ − ۱ = R۲ − ۱

داشت خواهیم z ∈ CR هر برای

|f(z)| = |z|۲

|z۲ + ۱|۲||z۲ + ۲z + ۲|
≤ R۲

(R۲ − ۱)۲(R−
√

۲)۲
.

داریم ۶١ قضیه�ی طبق نتیجه ∫∣∣∣∣در
CR

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ R۲

(R۲ − ۱)۲(R−
√

۲)۲
πR.

آنجا از و م�ͳکند میل صفر به نیز چپ طرف پس م�ͳکند، میل صفر به بالا عبارت راست طرف R → +∞ ͳوقت چون اکنون

که م�ͳشود نتیجه

lim
R→∞

∫
CR

f(z) dz = ۰.

رو این از

۷π

۵۰
= lim

R→∞

∫
ΓR

f(z) dz

= lim
R→∞

(∫
CR

f(z) dz +

∫
γR

f(z) dz

)
= lim

R→∞

∫ R

−R

f(x) dx

=

∫ +∞

−∞

x۲

(x۲ + ۱)۲(x۲ + ۲x+ ۲)
dx. �

انتگرال محاسبه�ی مطلوبست .٩٣ ∫مثال +∞

−∞

۱

x۴ − ۶x۲ + ۲۵
dx.

CR آن در که ،ΓR = CR + γR ͳمنحن طول در آن ͳخط انتگرال و گرفته نظر در را f(z) = ۱

z۴ − ۶z۲ + ۲۵
تابع حل

را ببیند) را ١۵ (ش΋ل ،R >
√

۵ و است −R ≤ x ≤ R ،y = ۰ خط پاره γR و ،|z| = R دایره�ی از بالایی نیم�دایره�ی

داریم معادله این حل با هستند. z۴ − ۶z۲ + ۲۵ = ۰ ریشه�های f(z) قطب�های م�ͳکنیم. محاسبه
y

x

R-R

2+i-2+i

CR

ΓR

.٩٣ مثال در ،R >
√

۵ ،ΓR = CR + γR بسته�ی ͳمنحن :١۵ ش΋ل
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۶۵ ͳحقیق انتگرال�های محاسبه�ی

z۲ = ۳ ±
√

۹ − ۲۵ = ۳ ± ۴i.

در که هستند f(z) ساده�ی قطب�های −۲+ i و ۲+ i نقاط نتیجه در .−۲± i و ۲± i از عبارتند معادله ریشه�های بنابراین

م�ͳکنیم محاسبه را نقاط این در f(z) مانده�ی دارند. قرار |z| = R ͳمنحن داخل

Res {f(z); z = ۲ + i} = lim
z→۲+i

۱

(z − ۲ + i)(z + ۲ − i)(z + ۲ + i)

=
۱

(۲i)(۴)(۴ + ۲i)
=

۱

۱۶i(۲ + i)

Res {f(z); z = −۲ + i} = lim
z→−۲+i

۱

(z − ۲ − i)(z + ۲ − i)(z + ۲ + i)

=
۱

(−۴)(−۴ + ۲i)(۲i)
=

۱

۱۶i(۲ − i)

مانده�ها قضیه�ی طبق ∫بنابراین
C

f(z) dz = ۲πi

[
۱

۱۶i(۲ + i)
+

۱

۱۶i(۲ − i)

]
=

π

۱۰
.

چون ،z ∈ C هر برای دیΎر طرف از

|z۲ − ۳ + ۴i| ≥ |z|۲ − |۳ − ۴i| = |z|۲ − ۵ = R۲ − ۵

|z۲ − ۳ − ۴i| ≥ |z|۲ − |۳ + ۴i| = |z|۲ − ۵ = R۲ − ۵,

داریم

|f(z)| =
∣∣∣∣ ۱

z۴ − ۶z۲ + ۲۵

∣∣∣∣ = ۱

|(z۲ − ۳ + ۴i)(z۲ − ۳ − ۴i)|
≤ ۱

(R۲ − ۵)۲
.

داریم ۶١ قضیه�ی طبق ∫∣∣∣∣پس
CR

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ۱

(R۲ − ۵)۲
πR.

آنجا از و م�ͳکند میل صفر به نیز چپ طرف پس م�ͳکند، میل صفر به بالا عبارت راست طرف R → +∞ ͳوقت چون نتیجه در

که م�ͳشود نتیجه

lim
R→∞

∫
CR

f(z) dz = ۰.

رو این از

π

۱۰
= lim

R→∞

∫
ΓR

f(z) dz

= lim
R→∞

(∫
CR

f(z) dz +

∫
γR

f(z) dz

)
= lim

R→∞

∫ R

−R

f(x) dx

=

∫ +∞

−∞

۱

x۴ − ۶x۲ + ۲۵
dx.
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ͳحقیق انتگرال�های محاسبه�ی ۶۶

نتیجه ∫در +∞

۰

۱

x۴ − ۶x۲ + ۲۵
dx =

π

۲۰
. �

یا سینوس توابع از ͳ΋ی در گویا تابع Έی از مضربی انتگرال زیر تابع که ناسره انتگرال�های محاسبه�ی از مثال چند ادمه در

م�ͳکنیم. ارائه را باشد، کسینوس

انتگرال محاسبه�ی مطلوبست .٩۴ ∫مثال +∞

−∞

x sin x

(x۲ + ۱)۲
dx.

محاسبه ΓR = CR + γR بسته�ی ͳمنحن طول در را آن ͳخط انتگرال و گرفته نظر در را f(z) = zeiz

(z۲ + ۱)۲
تابع حل

(ش΋ل است R > ۱ ،−R ≤ x ≤ R ،y = ۰ خط پاره γR و ،|z| = R دایره�ی از بالایی نیم�دایره�ی CR آن در که م�ͳکنیم،

م�ͳکنیم محاسبه را نقطه این در f(z) مانده�ی است. ΓR داخل f(z) دوم مرتبه�ی قطب z = i نقطه�ی ببیند). را ١٣

Res {f(z); z = i} = lim
z→i

d

dz
[(z − i)۲f(z)]

= lim
z→i

d

dz

zeiz

(z + i)۲

= lim
z→i

(eiz + izeiz)(z + i)۲ − ۲(z + i)zeiz

(z + i)۴

=
(e−۱ − e−۱)(۲i)− ۲ie−۱

(۲i)۳

=
e−۱

۴
.

مانده�ها قضیه�ی طبق ∫بنابراین
ΓR

f(z) dz = ۲πiRes {f(z); z = i} = ۲πi
e−۱

۴
=

π

۲
ie−۱.

داریم z ∈ CR هر برای

|f(z)| =
∣∣∣∣ zeiz

(z۲ + ۱)۲

∣∣∣∣ ≤ |z||eiz|
(|z|۲ − ۱)۲

≤ R× ۱

(R۲ − ۱)۲
,

پس .(|eiz| = |ei(x+iy)| = |e−yeix| = e−y ≤ ۱ داریم y ≥ ۰ چون کنید ∫∣∣∣∣(توجه
ΓR

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ R

(R۲ − ۱)۲
πR.

آنجا از و م�ͳکند میل صفر به نیز چپ طرف پس م�ͳکند، میل صفر به بالا عبارت راست طرف R → +∞ ͳوقت چون نتیجه در

که م�ͳشود نتیجه

lim
R→∞

∫
ΓR

f(z) dz = ۰.
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۶٧ ͳحقیق انتگرال�های محاسبه�ی

رو این از
π

۲
ie−۱ = lim

R→∞

∫
ΓR

f(z) dz

= lim
R→∞

(∫
ΓR

f(z) dz +

∫
γR

f(z) dz

)
= lim

R→∞

∫ R

−R

f(x) dx

=

∫ +∞

−∞

xeix

(x۲ + ۱)۲
dx

=

∫ +∞

−∞

x cosx

(x۲ + ۱)۲
dx+ i

∫ +∞

−∞

x sinx

(x۲ + ۱)۲
dx.

نتیجه ∫در +∞

−∞

x sinx

(x۲ + ۱)۲
dx =

π

۲
e−۱. �

انتگرال محاسبه�ی مطلوبست .٩۵ ∫مثال +∞

−∞

sin ax

x۲ + ۴x+ ۵
dx.

CR آن در که ،ΓR = CR + γR ͳمنحن طول در آن ͳخط انتگرال و گرفته نظر در را f(z) = eiaz

z۲ + ۴z + ۵
تابع حل

را ببیند) را ١۵ (ش΋ل ،R >
√

۵ و است −R ≤ x ≤ R ،y = ۰ خط پاره γR و ،|z| = R دایره�ی از بالایی نیم�دایره�ی

محاسبه را نقطه این در f(z) مانده�ی است. ΓR داخل در f(z) تابع ساده�ی قطب z = −۲ + i نقطه�ی م�ͳکنیم. محاسبه

م�ͳکنیم

Res {f(z); z = −۲ + i} = lim
z→−۲+i

(z + ۲ − i)f(z)

= lim
z→−۲+i

eiaz

z + ۲ + i

=
eia(−۲+i)

۲i

=
e−a

۲i
(cos(۲a)− i sin(۲a)).

مانده�ها قضیه�ی طبق ∫بنابراین
ΓR

f(z) dz = ۲πiRes {f(z); z = i}

= ۲πi
e−a

۲i
(cos(۲a)− i sin(۲a))

= πe−a(cos(۲a)− i sin(۲a)). (۶)

چون ،z ∈ CR هر برای دیΎر طرف از

|z + ۲ − i| ≥ |z| − | − ۲ + i| = |z| −
√

۵ = R−
√

۵

|z + ۲ + i| ≥ |z| − |۲ + i| = |z| −
√

۵ = R−
√

۵
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ͳحقیق انتگرال�های محاسبه�ی ۶٨

داریم ،(y ≥ ۰ (چون |eiz| = |ei(x+iy)| = |e−yeix| = e−y ≤ ۱ هم�چنین و

|f(z)| =
∣∣∣∣ eiz

z۲ + ۴z + ۵

∣∣∣∣ ≤ |eiz|
(R−

√
۵)۲

≤ ۱

(R−
√

۵)۲
.

∫∣∣∣∣پس
CR

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ۱

(R−
√

۵)۲
πR.

آنجا از و م�ͳکند میل صفر به نیز چپ طرف پس م�ͳکند، میل صفر به بالا عبارت راست طرف R → +∞ ͳوقت چون نتیجه در

که م�ͳشود نتیجه

lim
R→∞

∫
CR

f(z) dz = ۰.

داریم (۶) رابطه�ی از استفاده با رو این از

πe−a(cos(۲a)− i sin(۲a))= lim
R→∞

∫
ΓR

f(z) dz

= lim
R→∞

(∫
CR

f(z) dz +

∫
γR

f(z) dz

)
= lim

R→∞

∫ R

−R

f(x) dx

=

∫ +∞

−∞

eiax

x۲ + ۴x+ ۵
dx

=

∫ +∞

−∞

cos ax

x۲ + ۴x+ ۵
dx+i

∫ +∞

−∞

sin ax

x۲ + ۴x+ ۵
dx.

نتیجه ∫در +∞

−∞

sin ax

x۲ + ۴x+ ۵
dx = −πe−a sin۲a. �
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